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'WISSENSCHAFT UND HYPOTHESe!^ 

Sammtung von Binceldaretellungen 

BUS dem OeBkmtgebiet der Wissenschaften mit besonderer 

Berflcksichtigung ihrer Gnindlagen und Metbaden, 

ihrer Bndtlele und Anwendungen. 



Die SBmmlnng will die in den verschiedenen Wiuensgebieten 
durch rastlose Arbeit gewonnenen Erkenntnisse von nmfasseadcn 
Gesichtspunkten aas im Znsammenhuig miteinander betrachten. 
Die Wissenschaften werden in dem Bewußtsein ihres festen 
Besitzes, in ihren Voransietziingen dargestellt, ihr pulsierendes 
Leben, ihr Haben, Können and Wollen aufgedeckt Andeier- 
selta aber wird in erster Linie anch auf die durch die Schranken 
der Knneswahmehmnng nnd der Erfahrung überhaupt bedingten 
Hypothesen hingewiesen. 
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Vorrede des Verfassers. 



Der StofT, der zur Zeit über den Ursprung und die Ent 
Wicklung der nkkuuklidiichen Geometrie gesammelt ist, und 
das Interesse, das die historisch-kritischen Auseinandersetzungen 
der Grundlagen der wissenschaftlichen Disziplinen gewoimen 
haben, hat mich veranlaBt, die Grenzen des ersten Teiles 
meines Artikels: „Sulla teoria delle parallele e sulle 
geometri non-euclidee" zu envHtem, der vor etwa sechs 
Jahren in den „Questioni riguardanti la geometria 
elementare" gesammelt und redigiert von Prof. E. Enriques 
erschienen ist 

Der für die deutsche Übersetzung dieses Werkes') gänz- 
lich umgearbeitete Artikel behandelt hauptsächlich den syste- 
matischen Teil des Themas; dieses Buch dagegen ist wner 
breiteren Auseinandersetzung der Geschichte der Parallelen und 
der geschichtlichen Entwicklung der Geometrien von Loba- 
tschefskij-Bolyai und Riemann gewidmet. 

Im ersten Kapitel, das von Euklid und den ältesten Er- 
klären] des V. Postulats ausgeht, habe ich die bezeichnendsten 
Erwägungen wiedergegeben, mit denen die Griechen, die Araber 
und die Mathematiker der Renaissance die Theorie der Paral- 
lelen auf eine festere Grundlage zu stellen behaupteten. Im 
zweiten Kapitel suchte ich hauptsächlich an den Werken von 
Saccheri, Lambert und Legendre den Übei^ang von den 
alten zu den neuen Ideen zu beleuchten, die am Anfang des 
XIX. Jahrhunderts entstanden; im dritten und vierten Kapitel 
habe ich durch die Untersuchungen von Gauß, Schweikart, 

[1 Betracht 
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IV Vorrede des VerfMsers. 

Taurinus und der systematischen Werke von Loba- 
tschefskij und Bolyai die Grundlagen des ersten geometri- 
schen Lehrgebäudes erläutert, das auf der Ablehnung der 
V. Hypothese Euklids begründet ist. Im fünften Kapitel habe 
ich synthetisch die spätere Entwicklung der nichteuklidi sehen 
Geometrie entworfen, die aus den Forschungen von Riemann 
und Helmholti über die Beschaffenheit des Raumes erwuchs 
und aus der projektiven Erweiterung von Cayleys projektiver 
Maßbestimmung. 

Im ganzen Verlauf der Darstellung habe ich mich bemüht, 
die verschiedenen Punkte nach ihrer geschichtlichen Folge 
wiederzugeben: wenn mich aber diese Anordnung zu weit von 
der beabsichtigten Einfachheit der Darstellung abseits geführt 
haben sollte, so habe ich sie gern geopfert, um dem Buch 
einen streng elementaren Charakter zu erhalten. 

Unter den vielen mit dem V. euklidischen gleichberech- 
tigten Fostulaten, von denen die wichtigsten am Ende des 
vierten Kapitels gesaimnelt sind, befindet sich eines statischer 
Natur, das, durch Beobachtungen bestätigt, eine empirische 
Grundlage der Parallelentheorie liefern konnte. Hieraus ergibt 
sich ein wichtiges Band zwischen Geomttrie und Statik [Ge- 
nocchi], dem der erste der Anhänge gewidmet ist, mit denen 
das Buch schließt, da ich keinen geeigneten Platz dafür in den 
vorhergehenden Kapileln gefunden habe. 

Der zweite Anhang bezieht sich auf einen nicht weniger 
interessanten Gegenstand. Die Untersuchungen von GauB, 
Lobatschefskij und Bolyai über die Theorie der Parallelen 
haben ihren Ursprung in der Ausdehniuig eines grundlegenden 
Begriffs der klassischen Geometrie. Aber ein Begriff kann ge- 
wöhnlich in verschiedenen Richtungen erweitert werden. 

In unserem Fall wurde der Begriff des gewöhnlichen 
Parallelismus , der sich auf die Hypothese einander nicht- 
schneidender, in derselben Ebene] gelegener und gleichabstan- 
diger Geraden stützt, von den vorgenannten Geometem er- 
weitert, indem sie das V. Postulat Euklids [Gleich abständigkeit] 
fallen ließen, und in der Folge von Clifford, der die Hypo- 
these der Lage in derselben Ebene aufgab. 
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Vorrede de» VerftusetB. V 

Von den Cliffordschen Parallelen, die zuerst mit prO' 
jektiver Methode [Clifford-Klein], dann mit Hilfe der Diffe- 
rentialgeometrie [Bianchi, Fubini] untersucht worden sind, 
fehlte bisher eine elementare Behandlung: Anhang II ist zum 
größten Teil der elementar-synthetischen Entwicklung der ein- 
fachsten und elegantesten Eigenschaften gewidmet, die ihnen 
zukommen. Der Anhang endet mit einem kurzen Abriß des 
Clifford-Kleinschen Problems, das sich geschichdich an die 
Cliffordsche Parallelentheorie schließt, das sich zum Ziel setzt, 
die geometrische Stmktur des Raumes zu charakterisieren auf 
Grund des beschränktesten Systems von Postulaten , die mit 
den Ergebnissen der Beobachtung und dem Prinzip der Homo- 
genität des Raumes verträglich sind. 

Dies ist in aller Kürze der Inhalt des Buches. 

Bevor ich das bescheidene Werk dem Urteil der wohl- 
wollenden Leser unterhrdte, fühle ich lebhaft die Pflicht, meinem 
verehrten Lehrer, Professor Federigo Enriques, zu danken 
für die wertvollen Ratschläge, mit denen er mich hinsichtbch 
der Anordnung und des kritischen Teils des Stoffes unter- 
stützt hat; femer Herrn Prof. Conrado Segre, der in liebens- 
würdiger Weise mir das Manuskript eines VorUsungskurses 
über nichteuklidische Geometrie zur Verfügung gestellt hat, das 
von ihm vor etwa drei Jahren an der Universität Turin diktiert 
wurde; meinem lieben Freund Professor Giovanni Vailati 
für die wertvollen Angaben über die griechische Geometrie und 
für die mir bei der Durchsicht der Korrekturen geleistete Hilfe. 

Endlich fühle ich mich auch dem trefflichen Verleger 
Cesare ZanJchelli, der mein Werk sofort in seine Samm- 
lung wissenschafüicher Werke aufgenommen hat, zu größtem 
Dank verpflichtet. 

Pavia, im März 1906. 

R(ri>erto Bonola. 
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VI Vorrede des ÜbersetiseTS. 

Das Werk des italienischen Verfassers schien mir durch 
seine nij^eich kütorUcke und sysUmatüche Entwicklung der 
nichteuklidischen, besser gesagt, der absoluten, von dem fünften 
Postulat unabhängigen Geometrie eine Lücke in der Literatur 
auszufüllen, und so bin ich gern auf eine Autforderung des 
Verlegers eingegangen, nachdem der Herr Verfasser und der 
italienische Verleger sich einverstanden erklärt hatten, eine 
deutsche Übersetzung anzufertigen. Die kleinen Änderungen, 
welche sie dem Original gegenüber aufweist, bestehen haupt- 
sächlich darin, daß Gauß (S. 7off.) und Saccheri (S. 38fF.) 
selber mehr zu Worte gekommen sind, als im Original, und 
daß Anhang 11 1 über die nichteuklidische Parallelenkonstniktion 
hinzugefügt ist, als Gegenstück zu der synthetischen Theorie 
der Cliffordschen Parallelen in Anhang I (Anhang I und II 
sind hie[' umgestellt im Vergleich zum Original). 

Über das Ziel hat sich der Verfasser klar ausgesprochen ; 
es ist vielleicht nützlich noch hervorzuheben , daß eine syste- 
matische Entwicklung der Prinzipien der Geometrie (vgl. 
den inzwischen erschienenen Artikel 111 A, B, i der Math. Ency- 
klopädie von F. Enriques) nicht beabsichtigt ist. 

Zum Schlüsse möchte ich meinem Freunde Bonola für 
seine Vorschläge und seine Mitarbeit bei Zusätzen in der deut- 
schen Ausgabe danken, feiner dem italienischen Verleger, der 
die Figuren des Originals Tur Verfügung stellte, und der Firma 
B. G. Teubner, welche die Übersetzung würdig ausgestattet hat. 

Leipzig, im Dezember 1907. 

Heinrich Liebmann. 
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Erstes Kapitel. 

Die Beweise des V. euklidischen Postulats. 

Das Postulat der Parallelen bei den 
griechischen Ceometem. 

§ 1. Euklid [ca. 330 — 275 v. Chr.J nennt zwei 
in einei Ebene gelegene Gerade Parallele, wenn aie, ver- 
längert, einander nicht treffen [Def. XXIII]'}. Er be- 
weist [Prop. XXVII, XXVUl], dafl zwei Gerade, die mit 
einer ihrer Transversalen gleiche innere Wecbselmnkel 
oder gleiche koireapondierende Winkel oder auf der- 
selben Seite innere Winkel bilden, die einander zu zwei 
Rechten ergänzen, parallel sind. Um dann die Um- 
kehmngen dieser Sätze zu beweisen, bedient Sich Euklid 
des folgenden Fostnlats [V]: 

Wenn eine Gerade zwei Gerade trifft und 
mit ihnen auf derselben Seite innere Winkel 
bildet, deren Summe kleiner ist als zwei Rechte, 
so treffen sich die beiden Geraden, wenn man 
sie auf dieser Seite verlängert. 

Die euklidische Parallelentheoiie wird dann ver- 
vollständigt durch die folgenden Lehrsätze: 

Gerade Linien, die zu ein und derselben Geraden 
parallel sind, sind untereinander parallel [Piop. XXX]. 

Durch einen gegebenen Punkt kann man eine ein- 

l) Bei Angaben des euklidischenXestes werden vir uns immer 
BS die kritische Ausgabe Ton J. L. Heiberg [Leipzig, Teubner, 
1883] halten. 
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2 !■ Die B«weiae des V. enUidiichen PoitulaU. 

i^ Gerade ziehen, die zu einei gegebenen Geraden 
paiaUel ist [Prop. XXXl], 

Geradenabschnitte, die zwischen gleichen und par- 
allelen Geradenabschnitten liegen, sind gleich und pai- 
aUel [Prop. XXXU]. 

AuB dem letzten Satz wird die Äquidistanz von 
zwei Parallelen abgeleitet. Zu den wichtigsten Folge- 
rungen aus dieser Theorie gehört der bekannte Lehrsatz 
von der Winkelsnmme Im Dreieck und die Eigenscbafien 
der ähnlichen Figuren. 

§ 3. Schon die ältesten Erklärer des euklidischen 
Textes meinten, daß das V.Postulat nicht hiiüeicheDd 
selbatveiständlich sei, um es ohne Beweis hinzunehmen, 
weshalb sie versuchten, es als Folgerung aus anderen 
Sätzen abzuleiten. Um diesen Zweck su erreichen, er- 
setzten sie manchmal die euklidische Definition der 
Parallelen, die grammatisch von negativa Form ist, 
durch andere Definitionen, welche nicht diese für fehler- 
haft gehaltene Form haben. 

Proclus [410 — 485] überliefert uns in seiner Er- 
klärung zum ersten Buch Euklids') wertvolle Nach- 
richten über die ersten in dieser Hinsicht gemachten 
Versuche. Er berichtet z, B., daß Posidonins [im 
I, Jahrh. v. Chr.] vorgeschlagen hatte, zwei Gerade in 
einer Ebene parallel zu nennen, wenn sie gleichen Ab- 
stand haben. Diese Definition und die von Euklid 
entsprechen also zwei Tatsachen, die sich getrennt vor- 
finden können, und Proclus [S, 177] fuhrt, wobei er 
auf eine Abhandlung von Geminoa [I. Jahili. v. Chr.] 
verweist, in dieser Beziehung die Beispiele der Hyperbel 

l) Was den Text des Proclus betrifft, so werden wir ans 
tmmei an die von G. Fricdlein besorgte Ausgabe halten: ProcU 
Diaäochi in primum Euclidü elemtttiarum libriai Commaitarii 
[Ldpug, Teabner, 1S73]. 
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Berieht des Produs über Bewaarersuche. i 

UDd der Conchoide an und ihr Verhalteo In bezug auf 
die entsprechenden Asymptoten, um zu zeigen, dafi 
Linien im euklidiachen Sinne parallel sein können, d. h., 
daß diese Linien ins Uneadliche veriängert, einander 
nicht treffen, und trotzdem nicht parallel im Sinne von 
Posidonius, d. h. nicht äquidistant. 

Diese Talsache vird von Geminus — immer nach 
Angabe des Proclua — alfl die widersinnigste [napa- 
boEÖTOTOv] der ganzen Geometrie bezeichnet. 

Will man nun die euklidische Definition mit der 
des Posidonius in Einklang bringen, so muß man not- 
wendig beweisen, daß zwei Geraden in einer Ebene, 
die einander nicht treffen, gleichen Abstand haben; 
oder, daß der Ort der Punkte, die gleichen Abstand von 
einer Geraden haben, eine Gerade ist Für diesen Be- 
weis benützt Euklid als Stütze sein Postulat 

Weiter lehnt Proclus [S. 364] ab, es unter die 
Forderungen zu rectmen; er erwähnt zur Unterstützung 
dieser seiner Ansicht die Tatsache, daß seine Umkehrung 
[„Die Summend«« Winkel eines Dreiecks ist 
kleiner als zwei Rechte"} ein von Euklid bewiese- 
ner Lehrsatz ist [Prop. XVII], und es schien ihm un- 
möglich, daß ein Satz, deäsen Umkehrung beweisbar ist, 
seinerseits unbeweisbar sein sollte. 

Er warnt auch vor miSbräuchlichen Berufungen auf 
die Selbstverständlichkeit und besteht auf der Möglich- 
keit, daß es asymptotische Gerade geben kann [p. 191 
— 192]. 

Ftolemäus [II. Jahrb. n. Chr.], immer nach An- 
gabe des Proclus [p. 362 — 365], suchte die Frage mit 
folgender seltsamen Erwägung zu lösen. 

Seien (Fig. 1) AB, CD zw^ ParaUelen, FG eine 

Transversale, a und ß die beiden inneren Winkel zur 

Linken von FG und a' und ß' die beiden inneren 

Winkel zur Rechten. Dies festgesetzt, wird die Summe 

I* 
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^ I. IMe BeweiM dei V. euklidiidieii Pcxtntoti. 

a + ß entweder größer oder kleiner oder gleich zwei 
Rechten sein. Man „gibt za", daS, wenn fär ein Paar 
von Parallelen z. B. dei 
erste Fall 

[a + ß> 2 Rechte] 
gilt, er gleichfaUs eintritt 
für jedes andere Paar. 
Da weiter die Geraden 
FB, GD einander parallel 
sind, weil die Geraden 
FA, GC parallel sind, so 
folgt aus: 

a + ß > 2 Rechte: a'+ ß'> 2 Rechte. 
Es würde folgen a + ß + a'-|-ß'>4 Rechte, was ofifenbar 
widersinnig ist Demnach kann nicht a-|-ß>'2 Rechte 
sein. In derselben Art beweist man, daS nicht 

tt + ß < 2 Rechte 
sein kann, also muß a -f- ß "* ^ Rechte sein (Proclus 
p. 365)- 

Aus diesem Ergebnis entnimmt man leicht das 
enklidiscbe Postulat. 

§ 3. Nachdem Proclus [p. 371] die Betrachtung 
des Ptolemäus beurteilt hat, sucht er dasselbe Ziel 
auf anderem Wege zu erreichen. Der Beweis des 
Proclus beruht anf fönendem Satz, den er als selbst- 
verständlich annimmt. Der Abstand zwischen zwei 
auf zwei einander schneidenden Geraden ge- 
legenen Punkten kann beliebig groß gemacht 
werden, wenn man die beiden Geraden hin- 
reichend verlängert.') Hieraus leitet er den Hilfs- 
satz ab: 

l) IMeMT all Mlbitverständlich tmgenommeD« Satz wird von 
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Eine Geiade, die eine von zwei Parallelen 
tiifft, trifft notwendig auch die andere. 

Hier ist dei Beweis, den Proclns für den Hilfssatz 
gibt: Seien (Fig. 2) AB, CD zwei Parallele nnd EG 
eine Transversale, die in F die erste trifft. Der Abstand 



eines veiänderlichen Punktes auf dem Strahl FG von 
der Geraden AB wächst über alle Gr^izen, wenn der 
Punkt aich unbegrenzt von F entfernt; und da der 
Abstand von zwei Parallelen endlich ist, so wild 
die Gerade EG die Gerade CD notwendig treffen müaaen. 

Proclua führte also die Annahme ein, daß der ' 
Abstand von zwei Parallelen endlich bleibt, eine An- 
nahme, aus der logisch die des Euklid folgt. 

% 4. Daß das Postulat des Euklid Gegenstand 
von Diskussionen und Untersuchungen bei den Griechen 
war, ergibt sich auch aus der folgenden widersinnigen 
Betrachtung, mit der man, nach Angabe des Proclus 
[p. 36g], zu beweisen vorgab, daß zwei von einer dritten 
geschnittene Gerade sich nicht treffen, auch wenn die 
Summe der inneren Winkel auf derselben Seite kleiner 
ist als zwei rechte Winkel, 

Sei (Fig. i) AC eine Transversale der beiden Ge- 
raden AB, CD und E der Mittelpunkt von AC. Auf 
derjenigen Seite von AC, wo die Summe der inneren 

Proclns mit der Autorität des Aristotelei gestützt Vgl.: ,fit 
Coelo", I, 5. Ein strenger Beweis des gensimten Satzes wurde 
vom Pater G. Sacchcri gegeben in dem S. 34 angeföhiten Werk. 
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6 I. Bl« Beweise dei V. euklidischen Postulsta. 

Winkel kleiner ist als zwei Rechte, werden auf AB und 
CD die Abschnitte AF und CG gleich ÄE abgetragen. 
Die beiden Geraden AB und CD können sich nicht 
treffen zwischen den Punkten AF und CG, weil im 
Dreieck jede Seite kleiner ist als die Summe der beiden 
anderen. 

Nachdem man dann die Punkte F, G verbunden hat, 
wiederhole man von FG 
an die vorhergehende Kon- 
struktion, d. h. man be- 
B stimme auf AB und CD 
die beiden Abschnitte FK 
Q und GL, beide gleich der 
Hälfte von FG. Die beiden 
Geraden AB, CD werden 
sich nicht zwischen den 
Punkten F, K und G, L 
treffen können. Und da dieses Verfahren unbeschränkt 
wiederholt werden kann, wollte man schließen, daß die 
beiden Geraden AB, CD sich niemals treffen. 

Der Grundfehler der Betrachtung beruht auf dem 
Gebrauch des Unendlichen, da doch die Abschnitte 
AF, FK durch fortwährende Abnahme nach Null streben 
könnten, während ihre Summe endlich ist. Der Er- 
finder dieses Widerspruchs hat von demselben Grund- 
satz Gebranch gemacht, mit dem Zeno [495 — 435 
V. Chr.] zu beweisen behauptete, daß Achilles die 
Schildkröte nicht erreichen würde, auch wenn er 
sich mit doppelt so großer Geschwindigkeit als sie 
bewegte. 

Dies ist unter anderer Form Proclus bekannt 
[p. 369 — 370], wenn er nämlich sagt, daß so nur be- 
wiesen wird, daß man mit dem angegebenen Ver- 
fahren den Schnittpunkt nicht erreichen [bestimmen: 
ÖpiÜEiv] kann, nicht, daß er nicht vorbanden ist. 
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Proclna bemerkt überdiea, dafi, „da die Summe 
von zwei Winkeln im Dreieck kleiner ist ah zwei Rechte 
[Euklid. XVII], es Gerade gibt, die von einer dritten 
geschnitten «ich anf der Seite treffen, wo die Summe 
der inneren Winkel kleiner ist äli zwei Rechte; man 
kann also dem, der behauptet, dafi für jeden Unter- 
schied Ewisch«! genannter Summe und zwei rechten 
Winkeln die beiden Geraden sich nicht treffen, ant- 
worten, daß bei kleineren Unterschieden die Geraden 
aidi treffen". 

„Aber wenn es filr Irgend welche Paare von Ge- 
raden, die mit uner dritten anf derselben Seite innere 
Winkel bilden, deren Summe kleiner ist als zwei Rechte, 
einen Schnittpunkt gibt, so muß noch nachgesehen 
werden, ob dies fflr alle Paare eintritt. Alsdann könne 
man feststellen, daß es einen bestimmten Unter- 
schied [von zwei rechten Winkeln] gibt, ffir den sie 
[die Geraden] sich nicht treffen, während sich da- 
gegen alle andern treffen, für die dieser Unter- 
schied gröQer sei" [Proclus, p. 371]. Ans dem Folgen- 
den wird sich ergeben, daß die hier von Proclos auf- 
geworfene Frage nnr in dem Fall berechtigt ist, wo 
der Abschnitt A C der Transvenale unverändert bleibt 
C^ig- 3]> wählend die beiden Geraden des Paares bei 
der Drehung nm die Punkte A und C ihren Winkel« 
unterschied ändern. 

§ 6. Ein anderer sehr alter Beweis des V. Postu- 
lats, der im arabischen Kommentar des AI-NIrIzi') 
pX, Jahrh.] wiedergegeben ist, und zu uns auch dnrch 
die lateinische Übersetzung des Gberardo da Cre- 

i) Cf. R. O. fieithorn n. J.I..Helbere „Codex Leidetuis 
399, 1. Etielidit Eiementa ex interpretati<me AI- Hadschdithadsck 
cum commentariit Al-Narini" [Copeubtif^«, F. H^el, 1893 — 97]. 
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8 I. Die BewdB« det V. «nkUtUtehen PoatnlM». 

mosa*) [XII. Jahrh.] gelanget ist, wird Aganis*} zu- 
gescbiieben. 

Der Teil dieses Kommentars, der sich auf die 
Definitionen, Postulate und Axiome bedelit, enüiält 
häufige Verweise auf den Namen Sambelicbius, der 
leicht zu identifizieien ist mit Slmplicius, dem be- 
rühmten Erklärer des Aristoteles, der im VI. Jahr* 
hundert lebte. Simplicina habe also eine Einfährung 
geschrieben zum I. Buch des Euklid, worin er Ge- 
danken aussprach ähnlich denen des Geminus und 
PosidoniuB, indem er b^anptete, daß das V. Postulat 
nicht selbstverständlich ist, und den Beweis seines Ge- 
noasen Aganis wiedergab. 

Dieser Beweis wird gegründet auf die Annahme, 
daß es äqnidistante Gerade gibt, Gerade, die Aganii 
wie schon Poaidonius Parallele nennt Aus dieser 
Annahme leitet er ab, daß der kleinste Abstand von 
zwei Parallelen eine Strecke senkrecht zu beiden Ge- 
raden ist; daß zwei Gerade, die zu einer dritten senk- 
recht sind, untereinander parallel sind; daß zwei Parallele, 
die von einer dritten geschnitten werden, auf derselben 
Seite innere Winkel bilden, welche sich zu zwei Rechten 
e^änzen und umgekehrt. 

Diese Sätze sind so einfach abzuleiten, dafi wir über 
die Beweise des Aganis nicht zu berichten branchen. 
Nachdem wir erwähnt haben, daß ans ihnen die Sätze 
XXX und XXXU bei Euklid folgen [cf. p. i], woUen 



1) Cf. M. CnTtie: „Anaritä in dtctm Itbror frieret Ele- 
mentorutn Euclidis Cummentarii", Ei interpreCatione Gherardi Cre- 
moiieiisis in codice Cracoviensi 569 gerrata [Leipug, Teubner, 18993. 

2) In bezug a.-al Aganis ist wohl za beacliten, daS er von 
Cnrtze nnd Heiberg mit Geminas identifiziert wird. P. Tan- 
nery dagegen verwirft diese Identiäziemng. Cf. Tannery: „Le 
philoiopht Aganis est-il idmtique a Gemimisr"' Bibliotheca Math. 

(3). t. 3, p. 9— II ['901]. 
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wir angeben, wie Aganis den Schnittpunkt von zwei 
nicht äquidisCanten Geraden konitniiert. 

Seien (Fig. 4) AB, GD zwei Gerade, die von der 
Tiansveisale EZ geschnitten werden, so daß die Summe 
der inneren Winkel AEZ und £ZD kleiner ist als iwei 
Rechte. Oline ii^end etwas von der Allgemeinheit der 
Figur au&uheben, kann man voraassetzen, daß -^AEZ 
ein Rechter ist. 
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Fi«. 4. 

Man nehme dann auf ZD einen willkürlichen Pnnkt T 
an, von dem aus man TL senkrecht zu ZE zie\tl\ dann 
teile man, dnrcb den Punkt P, den Abschnitt EZ in 
zwei gleiche Teile, sodann, durch den Punkt M, den 
Abschnitt MZ in zwei gleiche Teile usw., bis einer der 
Mittelpunkte P, M . . . auf den Abschnitt LZ fällt. Wenn 
dies z. B. der Punkt M ist, so ziehe man in M die 
Gerade senkrecht zu EZ, die ZD in N treffen wird. 
Man konstruiere schUeBlich auf ZD den Abschnitt ZC, 
der von ZN das gleiche Vielfache ist, wie ZE von ZM. 
In unserem Fall ist ZC =• 4 ■ ZN. Der so erhaltene 
Punkt C ist der Schnittpunkt der beiden Geraden 
AB M^A GD. 

Um das zu zeigen, müßte man beweisen, daft die 
aufeinanderfolgenden gleichen Abschnitte ZN, NS . . . 
der Geraden ZD gleiche Projektionen auf ZE haben. 
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10 I- TAt Bewdae des V. enkUdjichen Poitnlats. 

Wir werden nicht bei diesem Umstand verveilen, weil 
wir darauf später zurückkommen müssen [p. 1 1]. Übrigens 
wird der Beweis durch die Fignr des Aganis selbst nahe 
gel^t. 

Enthüllen wir das Charakteristische der vorher- 
gehenden Konstniktion: sie beruht (implizite) auf dem 
Gebrauch des sogenannten Archimedischen Postu- 
lates, das notwendig ist zur Bestimmung des Segments 
MZ, eines Bruchteils von £Z, der zugleich kleiner ist 
als LZ. 

Das Parallelenpostulat bei den Arabern. 

g 6. Die Araber, die Nachfolger der Griechen in 
der mathematischen Vorherrschaft, beschäftigten sich wie 
diese mit dem V. Postulat. Einige aber übernahmen 
ohne weiteres die Gedanken und die Beweise ihrer 
Meister, wie z. B. Al-Nirizi [IX. Jahrb.], dessen Er- 
klärung zu den Definitionen, Postulaten und Axiomen 
des I. Buches der Einfühnmg zu den „Elementen" 
nachgebildet ist, die wir Simplicius verdanken und 
dessen Beweis der V. Euklidischen Annahme der 
oben [§ 5} erwähnte des Aganis ist. 

Andere trugen ihren persönlichen Anteil bei zu der 
Frage. Nasir-Eddin [1201 — 1274] z. B. bewies zwar 
das V. Postulat, indem er das von Aganis befolgte 
Kriterium benützt, verdient aber doch erwähnt zu werden 
wegen der originellen Fassung, daß er ausdrücklich den 
X^dirsatz über die Summe der Winkel eines Dreiecks 
vorausschickt, und wegen der erschöpfenden Form seiner 
Beweisführung. *■) 

l) Vgl. i^ttclidis elementarum iibri XII studii JVastire- 
dini" fRom 1594]. Dieses in arabischer Sprache geschiiebeoe 
Wo-k wurde aachgedmckt 1657, 1801. Es gibt keine Übersetzung 
in eine andere Sprache. 
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Folgendes ist der Haaptteil der Annahme, die er 
macht: Wenn von zwei Geraden r und s die eine 
senkrecht, die andere schräg steht Eur Strecke 
AB, so sind die Abschnitte der von .r anf r ge- 
fällten Lote kleiner als AB anf der Seite, wo AB 
mit s einen spitzen Winkel bildet, und größer auf 
der Seite, wo AB mit s einen stumpfen Winkel 
bildet. Es folgt anmittelbar, daß, vean zwei gleiche 
Abschnitte AB, AB' auf dieselbe Seite fallen nnd senk- 
recht zur Geraden BB' sind, die Gerade AA' ihrerseits 
auf den gegebenen Abschnitten senkrecht stehen wird. 
Überdies wird man haben: AA' = BB', will sagen, die 
Figur AA'B'B ist ein Viereck mit rechten Winkeln nnd 
gleichen gegenüberliegenden Seiten, d. h. ein Rechteck. 
Ans diesem Ergebnis entolnmit Nastr-Eddln leicht, 
dafi die Summe der Winkel im Dreieck zwei Rechten 
gleich ist. Für das rechtwinklige Dreieck ist die Sache 
offenknndig, da es die Hälfte eines Rechtecks Ist; fSr 
ein beliebiges Dreieck erhält man das Ergebnis durch 
Zerl^Mng des Dreiecks in zwei rechtwinklige Dreiecke. 
Dies angenommen zeigen wir hier kurz, wie der 
arabische Geometer das euklidische Postulat beweist 
[vgl. Agania]. 

Seien (Fig. 5) AB, CD zwei Strahlen, der eine 
schräg, der andere senkrecht zur 
Geraden AC. Anf AB nehme man 
den Abschnitt AH an, und von H 
fälle man das Lot HH' anf AC. 
Wenn der Pnnkt Ä' In C fällt 
oder auf die Seite, welche A gegen- 
überliegt hinsichüch C, treffen sich 
die beiden Strahlen AB, CD ohne 
pjg j weiteres. Wenn sodann Ä" zwischen 

A und C fällt, ziehe man die Strecke 
AL senkrecht zu AC nnd gleich HH'. Dann wird 
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12 I. Die Beveiie dei V. eakUdbclieii Fostnlats. 

nach dem oben Gesagten sein: HL^AH'. AsBchließend 
hu AH nehme man HK gleich AH und von S ßlle 
man das Lot KK" auf A C. Ca KK' giöflei als HH* 
ist, bilde man L'K' — H'H und man verbinde H mit L'. 
Da die beiden Vierecke K'ü'HL', H'ALH aUe beide 
Rechtecke sind, so liegen die drei Fnnkte Z', H, L 'm 
gerader Linie. Es folgt: -^ L'HK— -^ AHL und folg- 
lich die Gleichheit der beiden Dreiecke AHL, HL'K. 
Daher: L'H^ HL und wegen der Eigenschaft der Recht- 
ecke: iCH'-H'A. 

Man nehme jetzt KM gleich mit und anschliefiend 
an HK, und von M fälle man MM' senkrecht auf AC. 
Durch eine der eben raitwickelten gleiche Beweisfährung 
zeigt man: 

MJt— KH'-' H'A. 

Nachdem dies erste Ergebnis eihalten ist, nehme 
man ein Vielfoches von AH', das größer ist als .^C 
(Postulat des Archimedes). Es sei s. B, 

AC/ — a, ■ AH' > AC. 

Dann konstruiere man auf AB die Strecke Ä0~ ^- AH 
und von O HUle man das Lot auf AC. Dieses Lot 
wird offenbar 00' sein. Dann wird im rechtwinkligen 
Dreieck A(/0 die Gerade CD, die senkrecht steht auf 
der Kathete tfA, da sie die andere Kathete nicht treffen 
kann, notwendig die Hypotenuse OA treffen. Hier- 
durch ist erwiesen, daB zwei Gerade AB und CD, von 
denen die eine senkrecht, die andere schräg steht zur 
Transversalere, einander treffen. Mit anderen Worten, 
das eaklidische Postulat ist fui den Fall bewiesen, 
wo einer der inneren Winkel ein rechter ist. Nasir- 
Eddin macht dann Gebrauch vom Lehrsatz über die 
Winkelaumme im Dreieck und fuhrt so den allgemeinen 
Fall auf diesen besonderen znrfick. Wir wollen die 
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Beweiifttliniiig nicht wiedergebeo, weil wir im folgenden 
Qber eine gleiche bericiitea werden müssen.') 

Das ParallelenpostuUt wlUirend der Renaissance und j^ 

des aalMBitoitefi Jahrhunderts. I 7 

g 7. Sowohl die ersten Überaetisungen der „Ele- 
mente", die im Xn. and Kill. Jahrhundert nach den 
arabischen Testen gemacht sind, aU die späteren, die 
nach den griechischen Texten am Ende des XV. nnd 
in der ersten Hälfte des XVI. susammengestellt sind, 
geben im allgemeinen keine kritische Anmerkung zum 
V. Postulat. Die Kritik entsteht neu nach 1550, be- 
sonders dnrch AnstoB des Kommentars vonProclus. *) 
Um sie besser verfolgen zu können, üQliien wir kurz die 
Ansichten der angesehensten Erkläre im XVI. nnd 
XVII. Jahrhundert an. 

F. Commandino [1509 — 1575] fugt in die eukli- 
dische Definition der Parallelen ohne Rechtfertigung den 
Bc^iff der Äquidistanz ein; hinsichtlich des V. Postu- 
lats gibt er die Ansicht nnd den Beweis des Proclus 
wieder. *) 



1) Der Beweis det Nttslr-Eddln rar das V, Postulat 
wird von dem englischen Geometer J. Wallis ausführlich im 
tweiten Band leiner Werke medergcgebea (vgl. die Anmerkung 
S, 17) und auch von G. Caatillon in einer Schrift, die in den 
,.afAn, de l'AeadAnü Rayale de Sciencei et BeUes ■ Uttret' ia 
Berlin T. XVHI, p. 175—183 [1788— 1789] vttöffentlichl UL 
AuBer ihnen erw&bnen den Beweis mehrere andere Schriftsteller, 
voa denen wir hauptsächlich oeimeQ wollen G. S. Klngel (vgl. 
Anm. (3), S. 46), J. Hoffmaan [Kritik der Parallelentheorie, 
Jena 1807], V. Flantl \Nueva äwtottratione dei postulate qutnto, 
NapoU I8l8]. 

2) Der Kommentar des Proclus wuide z 
b) Basel [1533] im Uitczt gedruckt, dann in Psdna [1560] i: 
lateinischen Übersetzung von Barozzi. 

3) EitTHentarum libri XV [Peaaro 1571]. 
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1. Die Beweise des V. enklidisdieii PostultLU. 



C. Clavio [1537 — 1612] gibt in seiner lateiniacben 
Obersetzung des euklidischen Testes ^) die Kritik nnd 
den Beweis des Procius wieder. £r trägt dann einen 
neuen Beweis der euklidischen Annahme vor, der sich 
auf den Lehrsatz stützt: „Die Linie gleichen Ab- 
stands von einer Geraden ist eine Gerade", 
den er durch analoge Beweisführung zu rechtfertigen 
sucht. Der Beweis des Clavius hat viel Berührungs- 
punkte mit dem des Nasir-Eddin. 

P. A. Cataldi [? — 1626] ist der erste moderne 
Geometer, der eine ausschließlich der Farallelenfrage 
gewidmete Arbeit veiöffenaicht hat*) Cataldi geht vom 
Begriff der äquidistanten und nichtäquidistanlen Geraden 
aus, aber um die wirkliche Existenz von äquidistanten 
Geraden zu beweisen, geht er zurück auf die Annahme, 
„daß nicht äqnidistante Gerade in einer Rich- 
tung sich nähern und nach der anderen aus- 
einandergehen" [vgl. Naslr-Eddlnj. *) 

G. A. Borelli [1608 — 1679] nimmt bei dem Ver- 
such es zu rechtfertigen das folgende Axiom an p^IV]: 
„Wenn eine Strecke seitwärts in derselben Ebene 
so einer anderen Gerade entlang hinbewegt 
wird, daß sie diese immer mit dem einen End- 
punkt berührt und während ihrer ganzen Be- 
wegung auf ihr senkrecht steht, so wird ihr 
anderer Endpunkt bei ihrer Bewegung eine ge- 
rade Linie beschreiben." 

Er beweist in der Folge, daß zwei zu einer dritten 
senkrechte Gerade äqoidistant sind, und erklärt die Par- 



1] Euelidü elementorum ta>ri XV [Rom 1574]. 

2) „Oferetta delie linee rette eguiäislanli , et nan egui- 
distaitti" [Bologna 1603]. 

3} Weitere Bemerkungen über den Gegenstand worden ge- 
mscht von Cataldi in „Aggiunta all' operetta delle lütte rette 
egtiiäittanti et tum eguidätanti" [Bologna 1604]. 
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allelen ala äquidistante Gerade. Es fol^ die Theorie 
der Paiallelen.^) 

§8. Giordano Vitale [1633 — 1711], der wieder 
anknüpft an den von Fosidonius aufgestellten Begriff 
der Äqaidistacz, erkennt mit Proclns die Notwendigkeit, 
zu widerlegen, daß die Parallelen Euklids ein asyna- 
ptotisches Verbalten zeigen können. Zu diesem Zweck 
definiert er als parallel zwei äquidistante Gerade, nnd 
sucht EU beweisen, daß der Ort der von einer Geraden 
äquidistanten Pnakte eine Gerade ist.*) 

Der Beweis beruht wesentlich anf diesem Hilfssatz: 
Wenn zwischen den aufirgend einer Kurve, deren 
Hohlseite gegen ff liegt, angenommenen Punkten 
A, C die Gerade AC gezogen wird, nnd wenn 
von den unendlich vielen Punkten des Bogens 
AC Lote anf eine Gerade gefällt werden, so be- 
haupte ich, es sei unmöglich, dafi diese Lote 
untereinander gleich sind. 

Die „eine Gerade", von der in dem Säte die 
Rede ist, ist nicht eine beliebige Gerade der Ebene, 
sondern eine in folgender 
Weise konstruierte Gerade 
(Fig. 6): Vom Punkte B 
des Bogens AC falle man 
BD senkrecht auf die Sehne 
AC; dann errichte man AG 
in A ebenfalls senkrecht zu 
AC; endlich nehme man zwei gleiche Abschnitte AG 
und J)F anf den koostmierten Loten und verbinde die 
Endpunkte G, F. GF ist die Gerade, welche Giordano 




i) Boielli; ^utlides restitutus" [Pisa 165S]. 
2) Gtoidano Vitale; Eucliät rtstüuto miero gU anticki 
tlemetUi gtomttrici rütaurati, e facäitati. Ubri XV. [Roma t68o.] 



fbyGoOgIc 



i6 L Die BewdM dea V. eoklidiecheii PoitnlaU. 

bei seinem Beweis betrachtet; eine Gerade, in bezog auf 
die der Bogen AB sicher keine äqnidistaate Linie ist. 
Aber wo der Verfasser beweisen will, dafi der Ort 
der von einer Geraden gleich weit abstehenden Pnnkte 
auch eine Gerade ist, wendet er den vorstehenden Hilfs- 
satz anf eine Figur an, in der die Beziehungen nicht 
verwirklicht sind, die zwischen dem Bogen ABC und 
der Geraden GF bestehen, weshalb die Folgerungen, 
<lie er über die Existenz äquidistanta Geraden zieht, 
in der Tat nicht erlaubt sind. 

In dieser Hinsicht bildet der Beweis des Glordano 
keinen Fortschritt gegen die früheren; femer enthält er 
«inen sehr bekannten Satz, dessen Bedeutung in der 
Folge zu weiterer Entwicklung gelangen wird. 

Es sei (Fig. 7) ABCD ein Viereck mit den rechten 

"Winkeln A nnd B und mit den gleichen Seiten AD 

und ^ C; es sei überdies HK ein Lot, 

D H C das von einem Punkt H der Strecke DC 

anf die Grundlinie AB des Vierecks 
gefallt ist. Giordaao beweist: i. DaB 
die Winkel D, C gleich sind, 2. daß, 
wofern die Strecke HK der Strecke AD 
gleich ist, die zwei Winkel D, C rechte 
sind nnd CD äquidistant zu AB ist. 
Mit diesem Lehrsatz fuhrt Giordano die Frage 
-der äquidistanten Geraden darauf zurück, die Existenz 
■eines Punktes H anf DC zu beweisen, dessen Ab- 
stand von AB den beiden Strecken AD, CB gleich ist. 
Dies erscheint uns als eines der bemerkenswertesten Er- 
gebnisse, das bis zu jenem Zeitpunkt über die Parallelen- 
lehre erhalten worden iat.M 



1) Vgl.BonoIa; ,,Un teorema di Giordano Väale da Büento 
suUi rette eguidistantt", BoUettino di BibÜoerafia «t Storia delle 
rScietize Mat. [1905]. 



fbyGoogIc 



Willis {ÄhnUche Figuren). I7 

g 9. J. Wallis [1616—1703] gab den Begriff der 
Aquidistauz auf, d^ ohne Erfolg von den vorausgehen- 
den Geometem ausgebeutet war, und gab einen neuen 
Beweis des V. Postulats, der sich gründet auf den 
allgemeinen Satz: Zu jeder Fignr gibt es eine ahn- 
liehe von willkürlicher Größe. Hier geben wir 
schneU an, wie Wallis verfahrt.^} 

Es seien (Fig. &) a, i zwei Gerade, die in A und 
JS von der TransveTsale c geschnitten werden; a, ß 
seien die inneren Winkel auf 
derselben Seite von c, wobei .. . . , , 
a + ß kleiner ist als zwei rechte 
Winkel. Zieht man durch A die 
Gerade 6', so daß i und b' mit 
£ gleiche korrespondierende 
Winkel einschUeBen, so ist klar, 
daß i' in den Nebenwinkel von 
a fallen wird. Verschieben wir « » 

dann die Gerade B stetig, so F« k. 

daß B die Strecke AB durch- 
läuft und daß der Winkel, den sie mit c bildet, be- 
ständig gleich ß bleibt, so muß die Gerade b, bevor sie 
die Endlage b' erreicht, notwendig a tr^en. So wird 
ein Dreieck AB^C^ bestimmt mit den Winkeln in A und 
B, die entsprechend gleich a und ß sind. Aber nach 
der Annahme des Wallis über die Existenz ähnlicher 

1) VgJ. Wallis: „De Fottulaio Quinta; et Definhiont Quinta, 
lib. 6. EucUäis; disceftatio gtometrica" ; in den Opera Math. LII. 
p. 669— 678 [Oxford 1693]. Diese Schrift von Wallis enthält 
zwei Vorlesungen, die er an der Universität Oiford hielt, die eine 
1651, die andere 1663. Darin wird anch der Beweis des Naslr- 
Eddtn wiedetgegelten. Der Teil, der den Beweis des Wallis 
betrifft, wurde ins Dentschc übersetzt von den Herren Engel und 
Stickel in der Theorie der Parallellinien von Enlclid 
bis auf Gauß, S. 21—36 [Leipzig, Teubner 1895]. Dies Werk 
wird im folgenden angeführt als: Th. d. P. 

BonoU-LiebmsBD, nichteuklid. Gwmetrie. 2 



Z..I!, Google 



]g I. Hie Bewdse de« V. enklidischen PottulMs. 

FignreD kann über AB als der AB^ entsprechenden 
Seite ein Dreieck AßC ähnlich dem Dreieck AB^C^ 
konstruiert werden, was zeigt, daß die Geraden a, b in 
einem Fnnkt zusammentreffen müssen, nämlich In der 
dritten Ecke C dos Dreiecks ABC. Also usw. 

Wallis sucht dann seine besondere Ansicht zu lecht- 
fert^en, indem er bemerkt, daS Euklid, wenn er die 
Existenz ünes Kreises von g^ebenem Mittelpunkt nnd 
gegebenem Halbmesser fordert pll. Postulat], in Wirk- 
lichkeit das Priniip der Ähnlichkeit für die Kreise fordert. 
Aber so sehr auch die Anschauung diese Ansicht in 
günstigem Sinne unterstStzt, so bildet doch der B^riff 
der Gestalt einer Figur unabhängig von der Ausdehnung 
eine Annahme, die keineswegs selbstverstindlicher Ist, 
als jenes euklidische Postulat. 

Wir CTwähnen noch, dafi Wallis einfacher die 
Existenz von Dreiecken mit gleichen Winkeln hätte an- 
nehmen können oder, wie wir in der Folge sehen werden, 
von nnr zwei verschiedenen Dreiecken mit entsprechend 
gleichen Winkeln [vgl. S. 31 Anmerk. 1]. 

§ 10. Die kritische Arbeit der vorgehenden Geo- 
meter genügt, die geschichtliche Entwicklung unseier 
Frage im XVI. und XVIL Jahrhundert ins Licht zu setzen, 
weshalb wir für überflüssige halten, von andern bedeuten- 
den FoiBchem zn sprechen, wie z, B. Oliviero di Bury 
[1604], Luca Valerio [1613]. H. Savile [1621], 
A. Taquet [1654], A. Arnauld [1667] waren.*) Wir 
erachten es vielmehr für nötig, einige Worte über die 
Stelle zu sagen, welche die euklidische Annahme 
im geometrischen Organismus bei den verschiedenen £r- 
klärem der „Elemente" einnimmt. 

1) Über den voiUegenden Gegenstand vgL mim: Riccardi 
„Saggie di una Mbliu^aßa Euclidea". Mem. dl Bologna, serie S, 
T. I, p. 27—34 [1890]. 
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SteUnue d«s V. Fostnlats. I g 

In der lateinischen Ausgabe der „Elemente" [1482], 
die nach arabischen Testen von Campanns ausgeführt 
vmide [XIII. Jahrhundert], wird die firagiiche Annahme 
nnter die Foatulate eingereiht. Gleiches wäre zu sagen 
von der aus dem Griechischen ins Lateinische gemachten 
Übersetzung von B. Zamberti [1505], von den Aus- 
gaben von Lnca Faciolo [1509], von N. Tartaglia 
[1543]. von F. Commandino [1572], von A. Borelli 

[■658]. 

Dagegen enthält der erste Druck der „Elemente" 
in griechischer Sprache [Basel 1533] die Annahme unter 
den Axiomen [Axiom XI]. In der Folge reebnen sie 
unter die Axiome F. Candalla [1556], C. Clavio 
[i574}i Giordano Vitale [1680] und auch Gregory 
[1703] in seiner klassischen lateinisch^i Übersetzung 
dear Werke des Euklid. 

Um zu versuchen, sich Rechenschaft zu geben über 
diese Verschiedenheiten, die mehr als auf die eben ge- 
nannten Autoren zurückgehen auf die von den Griechen 
überlieferten Handschriften, wird es gut sein zu wissen, 
welche Bedeutung die letzteren den Wörtern „Postu- 
late" [aiTTifiara] und „Axiome" [äSiiii^aTa] zuerteilt 
haben.*) Bemerken wir vor allem, daß das Wort Axiome 
hier steht, um das zu bezeichnen, was Euklid in seinen) 
Text „Gemeinbegriffe" nennt [xoivai fvvoiai]. 

Bei Froclus sind drei verschiedene Arten der Er- 
klärung des Unterschieds zwischen Axiomen und Fostu- 
laten angegeben, 

1) Über das Folgende TgL Proclns, im Kapitel, das die 
Cberschrifl ,J'ttita et axiornata" trägt. Neuerdings hat Ct. Vailati 
in einem leiner Vorträge anf dem dritten MathematikeikongreS 
[Heidelberg 1904] die Anfinedsamkeit der Gelebiten wieder anf 
die Bedestnag: dieser Wörter bei den Griechen gelenkt VgL; 
„Intomo ai sigtäficato tUiia diiHnsione tragli assiomi ed i fioitu- 
iaü tulia gtometria greca''. Verh. des dritten Matb.'Kongreaaei, 
p. S7S— S8l [Leipag, Teubner, 1905]. 
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20 I. Die Beirdse des V. euklldlKhen Postulat*. 

Die erste Art knüpft an den Unt^schied, der 
zwischen Aufgab« und Lehrsatz besteht. Da« Postulat 
unterscheidet sich vom Axiom wie die Aufgabe sich 
vom Lehrsatz nntengcheidet, sagt Proclus. Darunter 
muB man verstehen, daß das Postulat die M&glich- 
keit einer Konstruktion bejaht. 

Die zweite Art besteht in der Aussage, daS das 
Postulat ein Satz geometrischen Inhalts ist, wäh- 
read das Axiom ein Satz zugleich geometrischen 
und arithmetischen Inhalts ist. 

Die dritte Art endlich, den Unterschied beider 
Worte zu verstehen, die Proclns anführt, wird auf die 
Autorität des Aristoteles [382 — 322] gestützt. Die 
Wörter Axiom und Postulat erscheinen bei Aristo- 
teles nicht in ausschlieBlich maäiematischem Sinne ge- 
braucht Axiom ist das, was an sich selbst wahr 
ist, kraft der Bedeutung der Worte, die ea enthält, 
Postulat ist das, was zwar ohne Axiom sein, im 
oben erklärten Sinn, doch ohne Beweis gilt. 

SolchermaBen wird also das Wort Axiom, wie noch 
besser aus einem von Aristoteles gebrachten Beispiel 
hervoi^ht [zieht man Gleiches von Gleichem ab, 
so sind die Reste gleich], in einem Sinn gebraucht, 
der fest genau dem der Gemeinbegriffe des Euklid 
entspricht, während das Wort Postulat bei Aristoteles 
eine von den beiden oben angeführten verschiedene Be- 
deutung hat.^) 

l) VgL Aristotelei: Analytica Posteriora, I, 10, g 8. Wir 
vollen diese rin wenig dunkle Stelle, wo der Philoioph Tom Foitulat 
spricht, Tollstfindig anfahren: °O0a ^bi oOv beiKTÜ Ovra kaii^dvEt 
oütA^ |if| bclGac, TOOra j&v ^k^ boKoOvra Xa^ßdvij tif» Mav6d- 
vovn frirorieerai. Kot (imv oflx Airhiti; örriOean dXX4 iq»*? 
iKElvov növov. "Eiv M fl >tTibenla( ^oÜ(Jti( böEtf; (^ ical Svttvrliu^ 
ivoüari; Xa^ßdvq, tA aftrö aiTeirat. Kai ToAnfj bia^^pei öiii66eait 
Kai olrrma, l^n Y^P «tirma tö önEvavriov toO ^ovMvovto^ 
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Axiom und Poitnlat. 2 1 

Je nachdem man naa die eine oder die aodeie 
dieser Unterscheidnngea zwischen den beiden Wörtwa 
annimnnt, wird ein beBtimmtei Sats unter den Fostu- 
laten oder unter den Asiomen einj^reiht werden 
können. Nimmt man die erste an, so würden unter den 
fünf euklidischen Postulaten nach Proclus nur die diei 
eisten diesen Namen verdienen. Insofern nur in ihnen 
gefordert wird, eine Konstruktion machen zu können 
[swei Punkte zu verbinden, eine Gecade zu verlängern, 
einen Kreis von wiUküiUchem Mittelpunkt und Halb- 
messer zu beschi^ben]. Das IV, [die rechten Winkel 
sind gleich] und das V. müßten statt dessen in die 
Axiome eingereiht werden.*) 

Nimmt man dagegen die zweite oder die dritte 

l) Eb ist BDgebiadil zu bemerken, dafi das V. Postklat 
auch to anigesprochen weiden kann; Man kann den gemein- 
samen Pnnkt zweier Geraden konsCrnieren, wenn diese 
Geraden von einer Transversale geschnitten auf der- 
selben Seite zwei innere Winkel bilden, deren Snmme 
kleiner lit als zwei Rechte. Daraus geht herror, daBes wie<Ue 
drei tnten die Möglichkeit einer Koiutniktion behauptet, Dieter 
Cbarakter verschwindet übrigens vollständig, wenn man es z. B, so 
aoBspricht: durch einen Punkt geht eine einzige Parallele 
zu einerGeraden, oder: zweiGeraden, die zu einer dritten 
parallel sind, sind untereinacdei parallel. Demnach 
könnte es schonen, dafl die oben erwähnte Unterscheidung nur 
formal isL Man darf sich aber durch den Anschein nicht tauchen 
lassen. Das V, Postulat erlaubt, wie es auch ausgesprochen 
wird, in Wirklichkeit den Schnittpunkt aller Geraden eines Büschels, 
aasgenommen einer einügen mit einer bestimmten Geraden der 
Ebene des Bnachels zu konstruieren, Ftelltch besteht zwischen 
diesem Postulat nnd den diel Postulaten der Komtroktion ein be- 
stimniter Unterschied : in jenen sind die gegebenen Stücke voll- 
kommen nnabhÖDgig, in diesem sind die gegebenen Stücke (die 
beiden von der Transversale geschnittenen Geraden) einer Bedingung 
unterworfen. Also mehr als zu den Postulaten oder la den 
Axiomen gehört die enklidische Annahme zu einet dritten 
Zwifchenart iwiscben diesen beiden. 
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2 2 I- ^' Be^veiie des V. euklidischen Postulats, 

UnterBcheidung an, so sind die eoklidischen Postulate 
alle fünf unter den Fostnlaten an&nzählen. 

Dadurch ist der Ursprung der Abweichung zwischen 
den verschiedenen Handschriften leicht erklärlich. Zur 
Bekräftigung dieser Erklärung können wir hinzufügen, in 
welcher Unsicherheit sich die Historiker befinden, wenn 
sie Euklid die Postulate, die Gemein begriffe und 
die Definitionen des ersten Buches zuerteilen. Was 
die Postulate anbetiiflt, so erheben sich die stärksten 
Zweifel gegen die beiden letzten: die Anwesenheit der 
ersten drei stimmt hinreichend mit dem ganzen Plan des 
Werkes.») 

Läßt man, selbst gegen die Autorität des Geminns 
und Proclus, die Annahme zu, daß das IV. und V. 
Postulat nicht von Euklid sind, so mußte doch die 
äufieiste Strenge dei ,,Elemente" die späteren Geometer 
dazu führen, im Schoß des Werkes alle ohne Beweis 
angenommenen Sätze zu suchen. Nun findet sich der, 
der tma interessiert, in sehr gedrängter Form aus- 
gesprochen im Beweis des Satzes XXD£. Hieraus koimte 
also der Inhalt des V. Postulats entnommen und zu 
den Poatulaten der Konstruktion oder zu den Axiomen 
gefugt werden, je nach der Meinung des Abschreibers 
des Werkes von Euklid. 

Sein natürlicher Platz wäre übrigens, auch nach 
der Meinung von Gregory, nach dem Satz XVII, dessen 
Umkehrung es ausspricht. 

Wir bemerken schließlich, daß, in welcher Weise 
man auch die oben aufgeworfene Wortfrage löst, die 
moderne Philosophie der Mathematik im allgemeinen 
dazu neigt, den Unterschied zwischen Postulat und Axiom, 
wie er bei der zweiten und dritten oben erwähnten Er- 



i) VgL P. Xanoerj: „Svr P<mthtnticiU dtt axiomet itßu- 
elidt". ~~ Bull, Sciences Math, (a) t, XVTV, p. i6a— tjs [1S84], 
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klänmgBart angestiebt iat, zn unteidrdcken, weil die An- 
sicht übeiwiegt, den Grundsätzen der Geometrie den 
Cbarekter von Annahmen zu geben, welche auf die 
Grundlage der Erfahrung gestützt siad, während es über- 
ßüBsig erscheint, einen Unterschied zu machen zwischen 
diesen Sätzen und den Behauptungen, die einfache Folge- 
rungen der gegebenen ErUäningen sind. 
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Zweites Kapitel. 

Die Vorläufer der nichteuklidischen 
Geometrie. 



GeroUmo Saccheri [1667 — 1733]. 

§ 11. Das Werk des Paters Gerolamo Saccheri: 
„Eiulides ab omni luuvo vindicalus: sioe conatus geomtiricus 
quo tlabiliunlur prima ipsa umveriae Geomelriae Principia" 
[Mailand 1733]. ist znm größtea Teil dem Beweis des 
V, Postulats gewidmet. Der Leitgedanke der Unter- 
suchungen des Saccheri findet sich in seiner ,Jj>gica 
dtmonslrativa" [Torino 1697] und besteht vor allem in 
einer besonderen SchluBweiae, die schon von Euklid 
gebraucht wurde [Lib. IX, Prop. Xu], nämlich, „auch 
unter der Voraussetzung der Annahme, daB der 
Satz falsch ist, den man beweisen will, gelangt 
man gleichwohl zu dem Schluß, daß er wahr ist".^) 

Diesem Gedanken sich anpassend, nimmt der Ver- 
fasse als g^eben an die ersten 26 Sätze bei Euklid 
and die Annahme der Falschheit des V. Postulats, 
und sucht unter den Folgerungen aus dieser Annahme 
irgend einen Satz, der ihn berechtigt, die Wahrheit des 
Postulats selbst zu bejahen. 

Bevor wii die Arbeit Saccheris erläutern, erinnern 
wir daran, daß Euklid, um seinen t6. Satz zu beweisen 

I) VgL G. Vailati: „Di un' Opera dtrnettticata dtl P. Gera- 
lavm Saeehtri^', RivUta Filotofica [1903]. 
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[Der Außenwinkel im Dreieck iet gr&Ber als jeder der 
beiden ge^nüberliegenden Innenwinkel], versteckt an- 
nimmt, daß die Gerade Dnendlich ist, indem seine 
BeweisCubning wesentlich bembt auf der Existenz einer 
Strecke, die doppelt so groß ist wie eine gegebene Strecke. 

Ober die Möglichkeit, diese Annahme fallen zu 
lassen, werden wir in der Folge sprechen: für jetrt be- 
merken vrir, daß Saccheri sie stillschweigend annimmt, 
denn er macht im Verlauf seines Werkes Gebranch vom 
Satz vom Außenwinkel. 

Bemerken wir schließlich, daß er sich auch auf das 
Postulat des Archimedes stätzt nnd anf die An- 
nahme der Stetigkeit der Geraden*), um auf alle 
Figuren eines gegebenen Typus gewisse Sätze anszn- 
dehnen, die als richtig nur für eine F^r von diesem 
Typus bewiesen sind. 

§ 12. Die Gmndfigui des Saccheri ist das zwei- 
rechtwinklige gleichschenklige Viereck, d. b. das 
Viereck mit zwei gegenüberli^enden gleichen auf der 
Grundlime senkiechtea Seiten. Die Eigenschaften dieser 
Figur leiten sich aus folgendem leicht zu beweisendem 
ersten Hilfssatz ab: 

Wenn im Viereck ABCD mit aufeinander- 
folgenden rechten Winkeln Ä, B die Seiten AD 
und BC gleich sind, dann ist auch der Winkel C 
dem Winkel Z? gleich [Satz I] und wenn die Seiten 
ÄD und BC ungleich sind, so ist von den beiden 
Winkeln C und D der größere der, welcher der 
kleineren Seite anliegt und umgekehrt 

i) Di«ie Hfpotheie wird von Saccheil In ihr« anachan- 
liehen Fona fiebraacht, i^mlicli; eine Strecke, die stetig von der 
Länge a zur Linge b übergelit, die von a venchieden ist, nimmt 
während der Äudenmg jede beliebige zwischen a und h enlhaHene 
Läiwe an. 
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^6 n. Die Vorläufer der nichteaklidisches Geometri«. 

Ea sei jetzt (Fig. 9) AS CD ein zweirechtwiukligea 
[^ =. 5 — 1 Rechter] 
ond gleichschenkliges \^Äß — BC\ Viereck: bei der 
euklidischen Annahme sind auch die Winkel C, D rechte, 
so daß durch die Annahme, dafi diese 
Winkel alle beide stumpf oder spitz 
sein können, das V. Postulat stillschwei- 
gend verneint wird. Saccheri erörtert 
genau die drei Annahmen hinsichtlich der 
Winkel C, D, die er entsprechend be- 
g nannte: Hypothese des rechten Win- 
^^ kel. [e-i)_. Rechte,], Hypo- 

these des stumpfen Winkels 
[C— i?> I Rechter], 
Hypothese des spitzen Winkels 

[C=-Z»< 1 Rechter]. 
Ein erstes bemerkenswertes Ergebnis ist das folgende: 
Je nachdem im zweirechtwinkligen gleichseitigen 
Viereck ABCD die Hypothese des rechten, die 
des stumpfen oder die des spitzen Winkels ver- 
wirklicht ist, hat man entsprechend AB — CD, 
AB> CD, AB< CD [Satz Ul], In der Tat, bei der 
Hypothese des rechten Winkels wird aus dem vor- 
beigehenden Hilfssatz sofort abgeleitet AB — CD. Bei 
der Hypothese des stampfen Winkels teilt das Lot 
Off auf der Mitte der Strecke AB das Hauptviereck in 
zwei gleiche und in und ff rechtwinklige Vierecke. 
Da dann D'^A, so ist nach dem genannten Hilfs- 
satz AO>Dff, daher AB> CD. Bei der Hypothese 
des spitzen Winkels ändern diese Ungleichheiten den 
Sinn, daher AB < CD. Der bewiesene Lehrsatz wird 
umgekehrt, indem man per absurdum schließt [Satz IV]. 
Wenn in einem einzigen Fall die Hypothese 
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Die drd HypotheMn. 2? 

des rechten Winkels richtig ist, so ist sie in 
jedem andern Fall richtig [SatzV]. 

Es sd (Fig. lo) im 2weiiechtwinkl%en gleichartigen 
Viereck ABCD die Hypothese des rechten Winkels 
verwiiklicht Nimmt man aaf AD and BC die Punkte H 
nnd K in gleichem Abstand von AB, so entsteht das 
Viereck ABKH. Wenn HK senkrecht ist zn AH nnd 
BK, dann wäre auch im nenen Viereck die Hyp. d. 
rechten W. wahr. Sonst nehme man an, es sei ■^AHK 
spitE und folglich sein Nebenwinkel -^ DHK stumpf. 
Dann wäre im Viereck ABKH, snfblge der Hyp. d. 
spitzen W., AB<HK, während im Viereck HKCD, 
wegen der Hyp. d, stumpfen W., HK<^DC sein würde. 
Aber diese beiden Ungleicliheiten sind widersprechend, 
weU AB — DC ist [Hyp. d. rechten W. in ABCIf]. 
Also kann ^ AHK nicht spitz sein; nnd da man mit 
derselben Be^;ründai^ beweisen könnte, daß -^ AHK 
nicht stnmpf sein kann, so schließt man, daß anch im 
Viereck ABKH die Hyp. d. rechten W. gilt 

Auf den Veiiängemngen von AD nnd BC nehme 
man die Punkte M, N in gleichem Abstand von der 

Grundlinie AB an (Fig. lo). Ich sage, _ 

daß anch im Viereck ABNMdia Hyp. y ^____ 
d. rechten W. gilt. In der Tat, wenn 

AM ein Vielfaches von AD ist, so Ist '^ 

der Satz unmittelbar klar; sonst nehme ^ 

man ein Vielfaches von AD, das größer 

ist als AM [Post. d. Arcbimedes}, * ~ B 

und auf den Strahlen AD . . ., BC . .. * '* 

die beiden Abschnitte AP, BQ gleich diesem Vielfachen. 
Nach dem oben Gesagten gilt im Viereck ABQP die 
Hyp. d. rechten W. und folglich gilt dieselbe Hypo- 
these auch im Viereck ABNM. 

Endlich gilt die fragliche Hypothese auch für ein 
Viereck mit beliebiger Grundlinie, denn man kann in 
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28 n. IMe Vorlinfer der nicbtenkHdiacIien Geometrie. 

Fig. 10 eine der auf AB senkrechten Seiten aU Grund- 
linie annehmen. 

Bemerkung. Dieter Lehrsatz von Saccheri ist 
dem Wesen nach enthalten in dem anf 5. |6 angefahrten 
von Giordano Vitale. In der Tat, ea ist in F^. 7 
die Hypothese 

DA - HK— CB 
gleich berecbt^ mit der andern 

D~H— C— \ Rechter. 
Aber aas der ersten folgt die Äqnidistani der beiden 
Geraden DC, AB^), also die Gültigkeit der Hyp. d. 
rechten W. in all^i zweirechtwinkligen gleichschenkligen 
Vierecken, deren Höhe gleich der Strecke DA ist. Die- 
selbe Hypothese gilt dann auch noch in einem Viereck 
von beliebiger Höhe, weil man in ihm die RoUon der 
beiden Strecken, Grundlinie und Höbe, vertauschen kann. 

Wenn in einem einzigen Fall die Hypothese 
des stumpfen Winkels richtig ist, dann ist sie 
in jedem andern Fall [Satx VI] richtig. 

Wir betrachten (Fig. 1 1) unser gewohntes Viereck 
ABCD, indem wir annehmrai, dafi die Winkel C, D Stumpf 
sind. Nimmt man auf AD und BC die Punkte B, K in 
gleichem Abstand von AB an, so bemeikt man zuerst, 
daß die Strecke HK nicht senkrecht sein kann auf den 
beiden Seiten AD, BC, insofern als im Viereck ABKH 
und fo^lich im Hauptviereck dann die Hyp. d. rechten 
W. verwirklicht sein würde. Sei nun angenommen, dafi 
Winkel KHA spitz ist, dann würde, nach der Hyp, d. 
spitzen W., HK> AB sein, während, da in ABCD 

I) In der Tat betrmcfatet Giordano in leinem Beweis au». 
drücldich die Punkte der Strecke DC, von denen er zrigt, daß sie 
von der Grundlinie AB des Vierecks gldchen Abstand haben. 
Weiter ist derselbe Bewds anwendbar auf alle Punkte der Gendea 
OC. — Vgl. die oben (S. 16) at^eföhrte Note von Bonol». 
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die Hjp. d. stumpfen W. gilt, AB^ CD. Es folgt 
HK':>AB-;:> CD. Beweg:t man jetzt die G«ade HK 
stetig, so daß sie senkredit bleibt zu der Mittellinie Off 
des Omidvierecks, so würde die von den gegenäber- 
Uegenden Seiten AD und BC eingeachloaaene Strecke 
HK, die in der Anfangslage größer als AB ist, in der 
Endlage CD kleiner als AB werden. Auf Grund des 
Postulats der Stetigkeit würde es dann eine mittlere Lage 
geben H'K' für die H'lC— AB. Folglich würde im Vier- 
eck ABK'H' die Hyp. d. rechten W. gelten [Satz lü], 
die nach dem vorhergehenden Lehrsatz in AB CD nicht 
die Hfp. d. stumpfen W. bestehen ließe. Der Beweis 
gilt auch noch, wenn die Strecken AH, BK größer sind 
als AD, also ist es unmöglich, daß der Winkel AHK 
spitz ist. Also gut in ABKH <Me Hyp. d. stumpfen W, 
wie in ABCD. 



A B 




Wir gehen jetzt über zum Beweis des Lehrsatzes 
für ein Viereck mit beliebiger Grundlinie, z, B. mit der 
Grundlinie BK. 

Da (Fig. 1 2) die Winkel K, H stumpf sind, ho wird das 
Lot in K auf KB die Strecke AH im Funkte MüeBea, den 
stumpfen Winkel AMK bildend [Satz vom Außenwinkel]. 
Dann wird iu ABKÄfa^ch dem i. Hilfssatz: AB> KM. 
Nimmt man daun auf AB die Strecke BN = MK, so 
kann das zweirechtwinklige gleichschenklige Viereck 
BKMN konstruiert werden mit dem stumpfen Winkel 
MNB, weil er Außenwinkel im Dreieck ANM ist. Dann 
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gilt aach im neuen Viereck die Hypothese des 

stumpfen Winkels. 

Damit ist der Lehrsatz vollständig bewiesen. 
Wenn in einem einzigen Fall die Hypothese 

des spitzen Winkels richtig ist, so ist sie richtig 

in allen Fällen. [Satz VU.J 

Der Lehrsatz läßt sich sofort indirekt beweisen. 

§ 13. Ans den letzten Lehrsätzen erhielt Saccheri 
leicht eine wichtige Folgerung hinsichtlich der Dreiecke, 
Je nachdem die Hypothese des rechten Winkels, 
die Hypothese des stumpfen Winkels oder die 
Hypothese des spitzen Winkels sich in der Wirk- 
lichkeit vorfindet, ist die Winkelsumme im Drei- 
^ ^ eck entsprechend gleich, gr&Ser 

oder kleiner als zwei Rechte. 
[Satz IX.] 

Sei (Fig. 13) ABC ein bei £ rechtwhik- 
liges Dreieck. Man ergänze das Viereck, 
indem man AD gleich £C und senkrecht 
» U zn AB zieht und dann Z» mit C ver- 

^' '^' bmdet. Bei der Hyp. d. rechten W. 

sind die beiden Dreiecke ABC, ACD gleich, daher: 
^BAC-='^I>CA. Es folgt unmittelbar, daß im Drei- 
eck ABC: 

•^A + -^B + ^. C— 2 Rechte. 
Bei der Hyp. d. stumpfen W, ist, weil 
AB > DC : ACB > DAC^y, 
weshalb wir im betrachteten Dreieck haben werden 
■^A + -^B + -^C>2 Rechte. 

1) Diese Ungleichheit wird von Saccberl in Keinem Ytn, 
Satz bewiesen mid dient als HilfssBtz zd Satz IX. Wir haben 
den leichten Beweis an^eUsEen, weil er sich sehr oft in ganz 
elementaren Testen findet, vor der Paiallelentheorie. 
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Bei der Hyp. d. spitzen W. folgt, weil AB<DC 
iflt: ^ACB<-^DAC, daher in demselben Dreieck: 
^A-\--^B + -^ C< 2 Rechte. 

Der bewiesene Lehisatz, der leicht anf ein be> 
liebiges Dreieck auszudehnen ist durch Zerlegung der 
Fignr in awei rechtwinklige Dreiecke, wird von Saccheri 
in Satz XV umgekehrt mittels eines indirekten Bewei»- 
veifahrens. 

Eine leichte Folgenmg aas diesen Ergebnissen ist 
der folgende Lehisatz: 

Wenn in einem einzigen Dreieck die Summe 
der Winkel gleich, größer oder kleiner als zwei 
rechte Winkel ist, dann ist in jedem andern 
Dreieck die genannte Summe entsprechend gleich, 
größer oder kleiner als zwei rechte Winkel.^) 

Dieser Satz, den Saccheri nicht ausdrücklich aus- 
spricht, wurde im Fall der ersten und der dritten Hjpo- 
tbese wiedergefondea und bekannt gemacht von Le- 
gendre, etwa ein J^irhundert später. Man wild ihn 
daher Lehrsatz von Saccheri und nicht Lehrsatz von 
Legendre nennen mässen, wie «s gewöhnlich geschieht. 



I) Ein aodeiei Sali von Saccheri, der niu nicbt mmullel- 
bar interessiert, sagt aus, daß, wenn in einem einzigen Vier- 
eck die Summe der Winfeel gleich, EtÖSer oder kleiner 
ais vier rechte Winkel ist, enttprechend dario« die 
Hfpotheie des rechten, stampfcD and de« »pitzen Win- 
kel» folgt. An diesen Satz knüpft dnc Bemerkane an, die 
Saccheri über das Postulat des Wallis gemacht hat. [Vgl. § 9.] 
Wallis brauchte einfach die Existenz von nur zwei Dreiecken mit 
^dchen Winkeln and verschiedenen Seiten anznnehmen, nm die 
Existenz eines Vierecks abzuleiten, in dem die Snmme der Winkel 
gleich vier rechten Winkeln ist, daher die Gültigkeit der Hjrp. d. 
rechten W. nnd folgUch das V. Postulat 
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§ 14. Die vorstebeoden Sätze über das zweirecht- 
wioUige gleichschenklige Viereck worden von Saccheri 
und in der Folge von andern Geometem bewiesen mit 
Hilfe des archimediscben Postulats und dea Piin- 
zips der Stetigkeit [Vgl. Satz V und VI.] Herr 
M. Dehn*) hat übrigens bewiesen, daß ile davon un- 
abhängig sind. Wir können diesen Umstand auf elemen- 
tarem Weg in folgeDdei Weise feststellen.^ 

Auf der Geraden r (Fig. 14) seien zwei Paukte B, D 
fest angenommen, in ihnen zwei einander gleiche Lote 
BA, DC errichtet und sodann die beiden Punkte Ä nnd 
C mittels dei Geraden s verbunden. Die erhaltene Figur, 
in der man offenbar hat ^BAC^-^DCA, ist für unsere 
Betrachtungen grundlegend, und an sie werden wir uns 
beständig halten. Dies festgesetzt seien E imd E' 
zwei Punkte von s, der erste zwischen A und C gelegen, 
der zweite nicht; überdies seien F und F' die Fuß- 
punkte der von E und E' auf die Gerade r gefällten 
Lote. Dann gelten die folgenden Lehrsätze: 

' EF—AB I 

oder |, so sind die Winkel 
I E'F-= AB I 
BAC, DCA rechte. 

IEF>AB j 
oder |, so sind die Winkel 
E'F'<: AB j 
BAC, DCA stumpfe. 



i) Vgl, Mafli. Ann. 53, S. 405—439: „Die Legcodre- 

sctiec Sätze über die Winbeisnmme im Dreieck". 

2) Vgl. Bonola: „I tearirmi dtl Padre Gerolamo SaccheH 
Julia somma degli angoli di un tnangolo e U ricerche äi M. Dehn", 

Rend. IsÜtuto Lombardo, serie n, vol. XXXVm [1905]. 
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IEF<AB 
oder L ao sind die Winkel 
E'F'> AB I 
BAC, DCA spitse. 

Wir beweiaen den ersten Sati. 

E C 



Fig. .4- 

Aus der Annahme EF'^AB leitet man die folgen- 
den Bedingungen ab : 

^ BAE— ^ FEA\ -fc FEC - < DCE, 
die zusammen mit der giundl^enden Beziehung: 

^BAC^-^DCA 
txa Feststellung der Gleichheit der beiden Winkel 
■^FEAy'^FEC fuhren. Da sie Nebenwinkel sind, 
werden sie beide rechte sein, und folglich weiden die 
beiden Winkel -^ BAC and ^ DCA rechte «ein. 

Dieselbe Betrachtung ist anwendbar bei der An- 

E'F'= AB. 
Beweisen wir den zweiten Sats (vgl. Fig. 15), 
Nehmen wir an erster Stelle an EF> AB. Dann 
1 wir auf EF an EJ ■^ AB und verbinden / mit 
A und C. 

Es gelten dann die folgenden Beziehungen: 
■^BAJ--^FJA. ^DCJ~^FJC 
Überdies haben wir nach dem Satz vom AQ|>enirinkeI 
pnklid XVII] auch: 
< FJA + < FJC>-^ FEA + < FEC~ 3 Rechte. .- 

Banali-Lisbaina, nichteaklid. Guaetrit. 3 



nähme 
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H. Die Voilinfer. d«r niehteaUidisehea Gaomettie. 



Und da Dum hat: 

^BAC + ^DCA>-Ii: BAJ+ < DCJ, 
so folgt: 
< BAC+ * DCA X /y^ + * ^JC> 2 Rechte. 



I 





r^ 


k— -E C 
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Sodann eifaält man wegen der Gleichheit dw Winkel 
^BAC, -^nCA: 

^BAO I Rechter, w. z, b. w. 

Nehmen wir zwdt^ia an E'F'-C AB. Wii v^ängera 
sodann £'F', bis wir die Strecke F'f^ AB eriialten, 
nnd veibinden /' mit C und A (vgl. Fig. 15). 

Es gelten nach demselben SchlnSverfahren die fein- 
den Beziehungen: 

'^rj'A^^BAJ': ^F'J'C~^DCJ'; 

^J'AE'>i^J'CE'; ^F'J'A<^F'J'a 

Setzt n»n diese BezidHingefi zusammen, so folgt erstens 

^BAJ'<-^DC/ 
und hieraus erhalten wir, indem wir g^edweise die ^at- 
letzte der vorangegangenen Gleichui^en abziehen: 
^ BAE'< ^ DCE'— -^ BAC. 

Aber die beiden Winkel ^ BAE', -^ BAC sind 
Nebenwinkel, daher ergibt sich, daß ^BAC stampf ist, 
w. E. b. w. 
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Id vollkamnen gimlich«r Wdse viid der dritte 
Lehnats bewiesen. 

Diese Lehrsätze lassen sich dann leicht diiicb in- 
direktes SchluBverfahren omkehien. Wenn im besondem 
3f und N die Mittelpunkte der beiden Strecken AC und 
BD tAaä, so haben wir für den Abschnitt SfN des ge- 
n Lotes der beiden Geraden AC, BD (vgl. Fig. 1 6) : 



r A E M C , 

F' B F N D 



wenn: ^BAC—-^DCA— i Rechter, 

dann: XN— AB; 
wenn: ■^BAC—-^DCA> i Rechter, 

dann: MN> AB; 
wenn: ^ BAC — ^ DCA < i Rechter, 

&a.ua: MN<,AB. 
Anßerdem ist leicht %<a sehen, daß: 

1. wenn: -^BAC—^DCA— I Rechter, auch: 

2. wenn: -^BAC—^DCA^ i Rechter, auch: 

3. wenn: ^BAC—^DCA< i Rechter, auch: 

{*--)<. KecM„. 
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In der Tat gelten im ersten Fall, da die Geraden r 
und s äquidistant sind, die folgenden Beziehangen: 
■^2VAfA~-^J!-£M—^BAC—-^I"i:'M—iRe>chtei. 

Um den zweiten und dritten Fall zn beweisen, ge- 
nügt ea, indirekt zn actüießen, wobei man die oben er- 
haltenen Eigebnisse sich ve^egenwärtigt 
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mg. 17. 

Sei jetzt (Fig. 1 7) i' ein nicht zwischen den Punkten Jlf 
und JV gelegene Pnnkt der Geraden MJV. Sei PJR senk- 
recht zu MN und JiK senkrecht auf Bß in JC. Dies 
letztere Lot wird AC ia einem Punkt ff treffen. Dies 
festgesetzt, eilaaben die vorausgehenden Lehrsätze ohne 
weiteres zu behaupten, daß: 
wenn: -^ BAM— i Rechter, auch: 

-.T, auch: 

wenn: ^BAM<. I Rechter, auch: 

Wie man leicht folgert, gelton diese E^enschaften auch, 
wenn der Pnnkt P zwischen M und N fällt. 



wenn: ■^ £AM> i 
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Schließlich lind abo die drei letzten Lehnätee, die 
offenbar mit deneo tod Saccheri fiber die zweirecht- 
winkligen gleicbschenkllgeD Vierecke sDaammeofaUen, 
nämlich: je nachdem in einem Fall die Hypothese 
des rechten Winkels, des stumpfen Winkels oder 
des spitzen Winkels richtig ist, so ist sie in 
jedem andern Fall richtig, unabhängig vom Postu- 
lat des Archimedes bewiesen. 

Wollen wir jetzt von den Lehra&tzen über die Vier- 
ecke übergehen auf die Lehrsätze ober die Dreiecke, 
die am Anfang dieses Paragraphen an^^eapiocben sind, 
so können wir ohne weiteres auf die Beweise von 
Saccheri (vgl. S. 30) verweisen, weil diese Beweise in 
der Tat nicht von dem fraglichen Postulat abhängen. 
Hiermit ist das Ergebnis eireidit, das wir erzielen 
wollten. 

§ 15. Um die Auseinandersetzung des Wakes 
von Saccheri kflrzer zu gestalten, lösen wir aus den 
Sätzen XI und XII den Inhalt des folgenden zweiten 
HilfasatzGB heraus. 

Sei A£C ein in C rechtwinkliges Drelecki 
sei M der Mittelpunkt von AB und JT der Fufl- 
punkt des von H auf AC gefällten Lotes, dann 
werden wir haben: 

A£—XC bei der Hyp. d. rechten W., 
AI^KKC bei der Hyp. d. stumpfen W., 
AK> KC bei der Hyp. d. spitzen W. 

Der die Hyp. d. rechten W. betreffende Teil ist 
unmittelbar klar. Bei der Hyp, d. stumpfen W. wird, 
da die Summe der Winkel im Viereck gröfier ist als 
vier rechte Winkel : ^.4ä:ä"<-^ÄÄC. FäUt man dann 
(Fig. 18) HL von H senkrecht auf SC, so ergeben die 
Dreiecke AHK, HBL mit gleichen Hypotennsen kraft 
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der voTStebenden Beziehnng die Ung^leichbeit AKk^HL, 
Aber im dreirechtwinUigen Viereck HKCL iat -^J? 
stampf [Hyp. d. stumpfen W.], daher wird: HL<KC, 
also: äK<,KC. 




In derselben Art beweist man den dritten Teil des 
Hilfaaatzes. 

Dieser Hilfaaatz könnte in folgender Weise aus- 
gedehnt werden (vgl. Fig. 19): 

Nimmt man anf dem einen Schenkel eines 
Winkels mit dem Scheitelpunkt A anfeinander- 
folgend die gleichen Abschnitte AA^, W\ -4r^s * - - 
and konstruiert man die entsprechenden Pro- 
jektionen AA^, A^A^, ■^'■^' *if dem zweiten 
Schenkel des Winkels, so gelten die folgenden 
Beziehungen: 

bei der Hyp. d. rechten W., 
aa;< A^'A^'< A^A^< ■■■ 

bei der Hyp. d. stumpfen W., 
AA^'> A^'A,'> A,'A^'> - - . 

bei der Hyp. d. spitzen W. 
Wir beweisen jetzt den Satz (Satz XI, XU): 
Bei der Hypothese des rechten Winkels und 
der des stumpfen Winkels schneiden, sich das 
Lot und die anf einer Geraden schräge Gerade. 
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Es Beien (Fig. 20) LPuaA AD iwel Gerade, die eine 
senkrecht, die andere schräg sor Geraden AP, und <ler 
Winkel BAP sei spitz. Nachdem auf AZ> die gleichen 
Abschnitte AD, DF^ aneinanderschliefiend angenommen 




oder 



sind, fällen vir von i7 und /^ die Lote DB und FjM^ 
anf die Gerade AP. Kraft des voransgeschickten Hilb- 
tatzes wird man haben: 

ÄJW; ^ AB 

AM^^iAB. 

Sei FyF^ eine Strecke gleich mit und anscblie&end an 
AF^ und sei M^ der Fußpunkt des von F^ auf AP ge- 
fillten Lotea; dann haben vir enUprecbend: 

AM^^iAM^ 
und folglich 

AM^ 5 2»^ 5. 

Dies Verfahren kann wiederholt werden, dann nochmals 
wiederholt usw. So werden wir einen Punkt F^ von AD 
erhalten, derart, dafi seine Projektion M^ auf AP einen 
Abschnitt AM^ bestimmt, der die Beziehung erfüllt: 

AM„^ 2" AB. 
Aber fiOt hinreichend großes n hat man [Archimedi- 
sches Fostulati)] 



1] Dm Poitiüat dei Archimed«!, v 



1 d«m bSer Gcbnueh 
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l'^AB > AP 
and bicTaiu 

Der Funkt P liegt also anf der KaAiete AM^ des 
FecbtwinkUf^n Dreiecks AM^F^. Dann muß das Lot PL 
anf .<1P, da es die Kathete AM^ triSt, aber nicht die 
andere Kathete M^F^, notwendig die HypotennBC AF^ 
treffen, d. b. die Gerade AD, 

Damit ist der Lehrsatz bewiesen.^) 

C Hieraus fo^ert man dann 

den Satz: 

Bei der Hypothese 
des rechten Winkels 
and bei der des stump- 
fen Winkels ist das V. 
* H ■ Postulat des Enklid 

"■■ "■ richtig. [Satz XUI.] 

Seien {Fig. ai) AB, CD swei von der Geraden AC 
geschnittene Gerade. Wir setien voraus, daß 

^ BÄC + ^ ÄCD < 2 Rechte, 

dann ist einer der beiden Winkel ^BAC und •^ ACD, 
E. B. der erste, spitz. Von C falle man daa \jo% CH 
auf AB, Im Dreieck ACH wird kraft der gemachten 
Annahmen: 

-^ ^ + -^ C + -^ ff 5 2 Riechte. 

gemacht wird, schließt hier offenbar reriteckt die Unendlichkeit 
der Geraden ein. 

i] Die von Saccheri befolgte Methode, diesen Satz za be^ 
ireisen, ist wesentlich identisch mit der desNasIr-Eddln. Nasti- 
Eddin aber bcliBChtet die Hyp. d. rechten W., da er schon 
vorher bewiesen hat, daS die Summe der Winkel im Dreieck zwei 
rechten Winkeln glrich ist — Angebrachtermaßen bemerken wir, 
daß Saccheri das Werk des arabischen Geometers gekannt und 
kiiticiert hat 
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Aber .nach Voianssetzimg haben wir noch: 

^ BAC+ ^ ACß < 2 Rechte. 
Dnrcb Ziuaminetisetznng dieser beiden Bexiehnngen er- 
hält man 

^ ff > ^ ffCD. 

Dnd da der Winkel JI ein rechter ist, «gibt sich 
^HCD als spitzer Winkel Dann treffen »ich kraft 
der Sätze XI, XU die Geraden CD und ÄSy^) 

Dieses Ergebnis gestattet Saccberi m scblieSra, 
d^ die Hypothese des stumpfen Winkels falsch 
ist [Satz :aV]. In der Tat, bei dieser Hypothese gilt 
das euklidische Postulat [Satz XIII], und folf^ch 
gelten die gewöhnlichen Lelirsätie, die aus diesem Postulat 
folgen. Aber daim ist im Fmidamentalriereck die Summe 
der Winkel gleich vier rechten Winkeln, d. h. die Hypo- 
these des rechten Winkels ist richtig.^ 

§ 16. Da Saccbeii beweisen will, daß das 
V. Postulat ganz unabhängig p 

gilt, so lüstet er sich, auch die 
Hyp. d. spitzen W, zu zer- . 
stören. 

Zuerst ist die Bemerkung 
angebracht, daß es bei dies 
Hypothese ein Lot und eine 

1} Aach dieser Beveii befindet sich im Weik des Nsilr- 
Eddln, wodarch Saccheii offenbar in seinen üntersnchnngea 
Teranlaflt wnrde. 

1) Es ist angebracht in bemerken, dafi Saccberi b« diesem 
Beweis von einem besonderen SchlnfiTerfahren Gebrauch nacht, 
TOn dem vir in g 11 sprachen. In der Tat: anch bei der An- 
nahme, daß die Hjp. d. Stampfen W. wahr ist, gelangt 
man mm SchlnB, daB die Hyp. d. rechten W. wahr ist 
Das ist eine charakteristische Form, die in diesem Fall dat ge- 
wöhnlldie indirekte Schlnfirerfahien annehmen kann. 
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zu derselben Geraden schräge Gerade gibt, die 
sich Dicht treffen. [Satz XVIL] Um sie zu kon- 
straiereii, ziehe man (Fig. zz) von dei Ecke B des in C 
rechtwinkligen Dreiecks ABC die Gerade Bß, so daß 

'^ABB — '^BAC 

ist Dann ist bei der Hyp. d. apitsen W. der Winkel 
•^ CBD spitz nnd die beiden Geraden CA nnd BD, 
die sich nicht treffen [Euklid, XXVIl], sind die eme 
schräg, die andere senkrecht zu BC. 

Von hier ab werden wir ausschließlich die Hyp. 
d. spitzen W. betrachten. 

Seien (Fig. 33) a, b zwei einander nichtschneideade 
Gerade in derselben Ebene. Von den Punkten A^, A^ 
von a falle qian die Lote A^B^, -^^t ^°^ ^- ^'^ Winkel 
■^A^ nnd -^A^ des erhaltenen 
Vierecks können sein: i. der 
~ * eine ein rechter und der andere 
spitz; 2. alle beide spitz; 3. der 
eine spitz und der andere stumpf. 
Im ersten Fall existiert ohne 
weiteres das gemeinsame Lot 
der beiden Geraden a und i. 
Im zweiten Fall beweist man 
die Existenz des gemeinsamen Lotes durch einen Stetig- 
keitsschluß [Saccheri, Satz XXII]. In der Tat, wenn 
man die Gerade A^B^ stetig bew^t, indem man sie 
immer senkrecht zu 6 bleiben läSt, bis man sie nach 
A^Bf bringt, so wächst der Winkel -^BiA^A,, der 
in der Anfangslage spitz ist, bis er stumpf wird: es 
folgt die Existenz einer mittleren Lage AB, bei der 
der Winkel ^BAA^ ein rechter ist. Dann ist AB das 
gemeinsame Lot der beiden Geraden a, i. 

Im dritten Fall haben die beiden Graben a, b 
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«atweder kein gemeinsames Lgt, oder, wenn das Lot 
existiert, fällt es nicht swiicben B^ und S^. 

Wenn als Hypothese die EziatenE von zwei in dei- 
telben Ebene gelegeom einamdeT nicht schneidenden 
Geraden ohne gemeinsames Lot g^eben ist, so beweitt 
Saccheri, daB solche Gerade sich immer la^ta nähern 
[Satz XXIiri. und daB ihr Abstand tchliefilicb kleiner 
wird als eine beliebig kleine Strecke [Satz XXV]. Mit 
andern Worten, gibt es zwei Geraden in einer Ebene, 
die sich nicht schneiden und kein gemeinsames Lot 
haben, so mäsaen sie sich asymptotisch zueinander 
verhalten.*) 

Um die wirkliche Existeni von asymptotischen G^ 
raden zu beweisen, schließt Saccheii fast genan so: 
Die Geraden eines Büschels mit dem Scheitelpunkt A 
können in bezog auf eine Gerade b, die mit dem Büschel 
in derselben Ebene liegt und nicht durch A geht, in 
zwei Gruppen geteilt werden: 

I. Gerade des Bäschels, die b treffen; 2. Ge- 
rade des Büschels, die mit b ein gemeinsames 
Lot haben. Kraft des Prinzips der Stetigkeit gibt es zwei 
Gerade p, q, die das Büschel in zwei Teile zerl^en 
(vgl. Fig. 34). Zum ersten Teil geb&ren die h schneidenden, 
zum zweiten gehören die b nicht schneidenden, die mit 
b ein gemeinsames Lot haben. Was die Geraden p, q be- 
trifft, so beweist man, daB sie weder zum einen noch zum 
and«n Teil gehören. In der Tat, dafi / nicht b schneidet, 
liegt auf der Hand. Um zu beneisen, daß p mit b kein 
gemeinsames Lot hat, schließen wir indirekt (Fig. 25). Es 
sei PB das ai^^enommene Lot anf den beiden Geraden 
p nnd b. Nachdem von A das Lot AM auf b geßUlt 

i) Die* Ei^cbnia ledttfert^ die von den Griechen auf- 
geworfene Fn^ nbei die Möglichkeit von aiymptotiichen Geisden 
in derselben Ebene. [Vgl. S. 3.] 
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ist, nnd anf b dei Ponkt B' auf det M in bezog auf 3 
gegenübnl fegenden Seite angenommen, errichte man B"?' 
senkrecht xa i, dann fille man das Lot AP' auf B'J''. 
Die Gerade AP" schneidet b nicht, well sie mit 6 ein 
gemeinsames Lot hat, und trifit PS In einem Punkt S. 




Pin*. 



Fij. ij. 



Der Winkel .^^^^, als Supplementvinkel des spitzen 
Winkels -^ £IiP', ist stumpf, desw^en fallt der Strahl 
AS in den Winkel -^ MAP. Aber dann wäre Alt zu 
gleicher Zeit Schneidende und Nichtschneidende von i. 
Dieser Widersprach bringt die Annahme eioes gemein- 
samen Lotes von b und p zu Fall.^) 

§ 17. An dieser Stelle veisncht Saccberi ein 
Schlußverfahren, wobei er sieb mehr als auf die Logik, 
auf die Anschauung und den Glauben an die Gültigkeit 
des V. Poatnlats verläßt. Um zu beweisen, daß die 
Hypothese des spitzen Winkels unbedingt falsch 
ist, weil sie der Natur der geraden Linie wider- 
spricht [SatzXXXm], stützt er sich auf fünf Hilfssätze, 
die auf reichlich i6 Seiten entwickelt sind; im wesent- 



heri» finden sich vor diesem Er^bnis 
Sätxe, von denen folgender erw&hnens- 



I) Im Werk S 
viele «ndere Interessai 
wert ist; Wenn zw 
nnd ihr Abstand bleibt immer eröSer aU eine bestimmte 
angegebene Strecke, so viid die Hypothese des spitzen 
Winkel« zerstört. Also kommt es, wenn man das Nichtvor- 
handensein asymptotischer Geraden fordert, hinans anf die An- 
nahme des euklidischen Fostolats- 
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liehen aber beochränkt er sich anf die Behaupttmg, 
dafi, wenn sie wahr wäre, die Gerade XP* [Fig. 25] 
mit M£ ein Lot gemein hätte im gemeinsamen 
unendlich fernen Funkt, was der Natur der ge- 
raden Linie widerspricht. Der angebliche Beweis 
von Saccheri gründet sich also auf Ausdehnung ffir 
das Unendliche von bestimmten Eigenschaflen, die 
für Figuren in endlicher Entfernung gelten. 

Saccheii ist äbrigeas von seinem ScbluQverfahren 
nicht zn&ieden gestellt and versucht den gewünschten 
Beweis auch zu erhalten, indem er den alten Begriff der 
Aquidistanz wieder aufnimmt Es lohnt sich nicht der 
Mühe, die neue Erörterung zu bringen, insofern als sie 
nichts Besseres bringt als seine Vorgänger gemacht haben. 

Obwohl es sein Ziel verfehlt, ist das Werk von 
Saccheii von gioßei Wichtigkeit; außer öaä es den 
größten Versuch zugunsten des V. Postulats darstellt, 
konnte es nicht umhin, gerade durch die Tatsache, daß 
es keine Widersprüche unter den Folgerungen aus der 
Hyp. d. spitzen W. entdeckte, die Vermutung einzuflößen, 
daß auf dieser Hypothese ein logisch folgerichtiges geo- 
metrisches System errichtet werden kann, und daß das 
euklidische Postulat unbeweisbar ist. ') 

t) Das Wetk von P. Saccheri war uemlich verbriet nscli 
■einer VerÖffentliohtmg tmd iwei Geschichtswerke der Mathematik 
iptacben davon, das von J, C, Heilbronner [Leipzig 174?) und 
das von Montncla [Paris 175^]. Übrigens wird es ein^hend 
analysiert von G. S. Klügcl in seiner hier unten (Anm. 2, S. 46) 
angefahrten Dissertation. Nichtsdestoweniger geriet es in Ver- 
gessenheit. Erst 1889 rief E. BEltrami mit seiner Mitteilnng: 
„Un pricta-iore italiano di Ltgtndre e di Lobalschevsky" wieder 
die Aurmeiksamkeit der Geometer vach [Rend. Acc. Lincd (4) 
V, p, 441 — 44S]. In der Folge wnrde dal Werk Saccheris ins 
Englische übersetzt von G. B. Hfllsted [Am. Math. Monthlfl, 
1894 u. ff.], ins Deutsche von den Herren StSckel und Engel 
[Th. der F. 1S95], ins Italienische von G. Boccardini [Milano, 
Häpli, 1904], 
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Johann Heinrich L4anbert [1728 — 1777]. 
§ 18. Welchen EinBiifi das Werk von Saccberi 
aof die Geometer des XVIU. Jahifannderts ausgeübt hat, 
kann man nicht getkan angeben: anf jeden Fall ist es 
wahrscheinlich, daß der Schweizer Geometer Lambert 
es gekannt hat *), w^ er in seiner „Theorie der Paranel- 
tinien" [17ÖÖ] eine DlssmatioD von G. S. Klügel [1739 
— 181 2] zitiert *), wo das italienische Werk eingehend 
analysiert wird. Die „Theorie der Parallelllnien" 
von Lambert, deren Veröffentlichung 1786 nach dem 
Tode des Verfassers von J. Bernonlli und C. F. Hin- 
denburg besorgt ist*), ist in drei Teile geteilt. Der 
erste, kritischer und philosophischer Natar, gibt Bemer- 
kungen über die doppelte Frage, die man sich hinsicht- 
lich des V. Postulats vorlegen kann, nämlich, ob man 
es einfach mit Hilfe der vorttergehenden Sätze beweisen 
kann, oder ob statt dessen nicht die Anwendung einer 
andern Hypothese erforderlich ist. Der zweite Teil ist 
der Auseinandersetzung verschiedener Versuche gewidmet, 
in denen das euklidische Postulat auf sehr einfache 
Sätze zurückgeführt wird, die übrigens ihrerseits bewiesen 
werden müßten. Der dritte wichtigste enthält ein System 
von Untersuchungen ähnlich denen des Paters Saccheri, 
das wir kurz zusammenfassen wollen. 



I) Vgl. Seece: „Omgettvrt interna aOa, htfltuma di Giro- 
lame Saccheri svlia formaaone deHa g-iomatria ncn tueliäta", 
Atta Acc. Sdenie di Torino t, XXXVIH [1903]- 

3} „Cenatuum pratcifuerum theoriam fiaralltlarum dimen- 
ttrandi recensie, guam fiublico examim submütent A. G, Xaeitner 
et aueiiir rttfon^ns" G. S. Klügel. [Götliiie«ii 1763.] 

3] Vgl. Malaiin föi reine and angewuidte Jdfttli. 2. Stack. 
p. 137—164, 3. Stück, p. 325—358 [1786]. — Das Weik L»id- 
berti mirde wieder veröffentlicht von Engel imd Stäckel in 
ihrer „Th. der P.", S. 135^208, wo hiitoriache Notizen vornu- 
geachickt sind, die den Verfiisser betreffen. 
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§ 18. Die GiundfigoT von Lambert iBt ein drei* 
leclitwiakligeB Viereck, tin<l die drd Hypotheeeo 
werden über die Natur des vierten Wiokds gemacht 
Die erste ist die H^p. A. rechten W., die xweite die 
Hyp. d. stumpfen W., die dritte die Hjrp. d. spitsenW. 
Auch bei Bebandlung dieser Hypoäiesen nähert steh dar 
Verfasser der Methode von Saccheri. 

Die erste Hypothese führt leicht auf das enkli- 
dische System. 

Um die zweite Hypothese xarücluuwelsea, Itommt 
Lambert auf eine Figur {Fig. 26), die von zwei Geraden 
gebildet ist, welche auf 
einer dritten Geraden . 
senkrecht stehen. Von 
den aufeinander folgen- 
den Punkten B.B^.B^- - 
^, ¥on i ßUlt man die . 
Lote BA. BiA^- ■ ■ B^A^ 
und beweist an erster 

Stelle, daß die Abschnitte der Lote zwischen A nnd B 
vom Lot AB an abnehmen, sodann, dafi der Unterschied 
eines jeden und des nächstfolgenden beständig wächst. 
So e^bt sich: 

BA - B^A^ > (BA — B^Ä^) ■ n. 

Aber, wenn n hinreichend groB ist, so wird da« 
zweite Glied 'der Ungleichheit so groS als man will 
[Post. <L Arcbimedes]^), während das erste Glied 
immcx kleiner als BA ist. Dies« Widcnpmch erianbt 
Lambert die Erklämng, dafi die zweite Hypothese 
folsch ist 

Um die dritte Hypothese zn behandeln, stützt 



A A, A, 



1) Da* Pottnlat dci Archimedei wird sock Uer in der 
Fonn (ebiactit, d«B ca (Uc osendliche Uoge der Genden in ÜA 
[Vgi Saechcri, Anm. S. 39.] 
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sich Lambert vieder auf die voihei^ehende Figur, an 
der er beweist, daft die Strecken BA, B^A^^, ^t-^' ' ' 
B^A^ wachsen, und daß in gleicher Zeit die Unterschiede 
jeder Strecke von der voiherg;ehenden wachsen. Dieses 
Ergebnis führt ihn aber nicht auT Widersprüche, und 
deshalb wird er, wie schon Saccheri, gezwungen. In 
den Schlüssen fortzufahren. Er findet nachher bei der 
dritten Hypothese, daß die Sunune der Winkel eines 
Dreiecks kleiner ist als zwei rechte Winkel, und, über 
Saccheri hinausgehend, entdeckt er, daß der Defekt 
eines Polygons, d. h. der Unterschied zwischen 2 {n—2) 
rechten Winkehi und der Winkelsamme eines Polygons 
proportional der Fläche desselben Polygons ist. 
Dies Ergebnis erhält man leichter, wenn man beachtet, 
daB sowohl der Flächeninhalt wie der Defekt eines 
Polygons, das die Summe von mehreren andern ist, ent- 
sprechend die Summe der Flächen und der Defekte der 
Teilpolygone ist. ') 

§ 30. Eine andere bemerkenswerte Entdeckung 
von Lambert bezieht sich auf die Messung der geome- 
trischen Größen. Sie besteht gerade darin, daß, während 
in der gewöhnlichen Geometrie bei der Messung von 
Strecken der Wahl einer besonderen Einheit nur eine 
relative Bedeutung zukommt, bei der auf die dritte 
Hypothese begründeten man ihr eine absolute Be- 
deutung verleiben kann. 

Wir müssen vor allem den Unterschied aufklären, 
der sich hier zwischen absolut und relativ zogt. Bei 

i) Es moB erwähnt weiden, daB Echon Saccheri dem ee> 
naimten Defekt begegnet war bei der Hjp. d. spitzen W., und 
daß er aach iinplidte bemerkt hatte, daS ein Viereclc, das die 
Summe Ton mehreren anderen ist, zum Defekt die Defektsumme 
hat [Satz XXV]. (Vgl. „Th. d. F.«, S. 94.) AUerdings hatte er 
kein« Folgerung über die Froportioualität zwischen Fliehe und 
Defekt daraus gezogen. 
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vieleii Fragen tritt es ein, daß die als gegeben vorans- 
gesetzten Elemente in zwei Gruppen geteilt werden können, 
derart, daß die der ersten Gruppe featbleiben im 
ganzen Bereich nnaerer Betrachtungen, während die der 
zweiten Gruppe sich in eine Vielheit möglicher Fälle 
abwandeln können. Wenn das eintritt, päegt man oft 
die ausdrückliche Erwähnung der gegebenen Stücke der 
ersten Gruppe zu übergehen und ata relativ alles das 
zu betrachten, was von den gegebenen Veränderlichen 
abhängt, ala absolut alles, was von den fest gegebenen 
Grö&en abhängt. 

So nimmt man bei der Theorie -der Rationalitäts- 
bereiche als gegebene Größen der zweiten Gruppe 
[veränderliche Größen] gewisse Grundiirationalitäten [die 
eine Basis bilden] und als gegeben in der ersten 
Gruppe die Einheit [i], die oft unerwähnt bleibt, weil 
sie allen Rationalitätsgebieten gemein ist. Spricht man 
dann von einer Zahl, so sagt man, sie sei rational 
hinsichtlich einer bestimmten Basia, wenn sie dem 
durch diese Basis deSnierten Rationatitätsbereich an- 
gehört; man sagt dagegen, sie sei absolut rational, 
wenn sie sich als rational in bezug auf die Basis i er- 
weist, die allen Bereichen gemein ist, 

Zur Geometrie übergebend bemerken wir, daß bei 
jeder vorliegenden Aufgabe im allgemeinen bestimmte 
Figuren und daher die Größen ihrer Elemente als ge- 
geben vorausgesetzt sind; aber außer diesen gegebenen 
Veränderlichen [der zweiten Gruppe], die in willkür- 
licher Weise gewählt werden können, ist immer noch 
implizite vorausgesetzt die Anwendung der Grund- 
gebilde: Gerade, Ebenen, Büschel usw. [feste ge- 
gebene Stücke der ersten Gruppe]. Ea muß dann 
jede Konstruktion, jede Messung, jede Eigenschaft einer 
Figur für relativ gelten, wenn sie im wesentlichen sich 
bezieht auf die veränderlichen Stücke; sie muß aber 

BonoU-Liebnikiiii, DichtaaUid. Gwnietiie. 4 
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absolut heiBen, wenn sie sich bezieht nnr auf die festen 
Stücke [Fnndamental£guren] oder auch v&m sie, ob- 
wohl für abhängig von den veränderlichen Stücken er- 
klärt, von ihnen nur scheinbar abhängt, so daß sie un- 
verändert bleibt bei ihrer Verändening. 

In diesem Sinne ist es klar, dafi die Strecken- 
messang in der gewöhnlichen Geometrie notwendig rela- 
tive Bedeutung hat. In der Tat erlaubt uns die Existenz 
der Ähnlichkeitstransformationen in keiner Weise die 
Größe einer Strecke hinsichtlich der GrundgebUde [Ge- 
rade, Büschel usw.] zu individualisieren. Für den Winkel 
aber kann man einen Maßstab wählen, der eine absolute 
Eigenschaft von ihm ausdrückt: es genügt in der Tat, 
seine Beziehung zum Vollwinkel zu nehmen, d. h. zum 
ganzen Büschel, das eines der Gnmdgebilde ist 

Sehren wir jetzt zu Lambert und seiner der 
dritten Hypothese entsprechenden Geometrie zurück. 
Er hat bemerkt, daB man jeder Strecke einen bestimmten 
leicht konstmierbaien Winkel entsprechen lassen kann. 
Daraus folgt, daß jede Strecke mit dem Gmndgebilde 
Büschel in Beziehung steht, und daß man daher in der 
[hypothetischen] neuen Geometrie auch der Strecken- 
messui^ eine absolute Bedeutung zuerteilen kann. 

Um sodann in der einfachsten Weise zu sehen, wie 
man jeder Strecke einen Winkel zuordnen und so eine 
absolute zahlenmäßige Darstellung der S&ecken erhalten 
kann, nehmen wir an, es sei über jeder Strecke ein 
gleichseitiges Dreieck konstruiert. Wir können jeder 
Strecke den Winkel des entsprechenden Dreiecks zu- 
ordnen and folglich die Maßzahl dieses Winkels, wo zu 
beachten ist, daß eine eineindeutige Beziehung zwischen 
den Strecken und den in bestimmten Grenzen enthalte- 
nen Winkeln besteht. 

Die erhaltene Zahlendarstellung der Strecken besitzt 
aber nicht die distributive Eigenschaft, die den 
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Längen zukommt; denn smnmieit man swei Strecken, 
so werden die entsprechenden Winkel nicht summiert. 
Mau kann allerdings eine Funktion des Winkels be- 
Btimmeu, die diese Eigenschaft besitxt, and einer Strecke 
nicht den täglichen Winkel, sondern diese Funktion des 
Winkels zuordnen. Diese Funktion gibt uns bei jedem 
Weit des Winkels, der iimeifaalb der bestimmten Grenzen 
hegt, ein absolutes Maß für die Streckeu. Die ab- 
solute Einheit ist die Strecke, fär die die Funktion 
den Wert i annimmt. 

Beachtet man dann, daß, sobald eine bestimmte 
Funktion des Winkels im obtti ang^;ebenen Sinne distri- 
butiv ist, auch das Produkt dieser Funktion mit ein^ 
willkürlichen Konstanten dieselbe Eigenschaft besitzt, so 
ist es klar, daß man über diese Eonstante immer so 
verfügen können wird, daß die absolute Streckeneinheit 
gerade die Strecke ist, die einem vorgeschriebenen Winkel 
entspricht, etwa dem Winkel von 45**. Die Möglichkeit, 
bei g^ebenem Winkel die absolute Streckeneinheit zu 
konstruieren, ist an die Lösung der folgenden Anigabe 
geknüpft: Bei der Hypothese des spitzen Winkels 
ein gleichseitiges Dreieck mit vorgegebenem 
Defekt zu konstruieren. 

Was die absolute Messung der Folygonflächen- 
Inhalte betrifil, 30 bemerken wir, daß sie ohne weiteres 
durch den Defekt dw Polygone gegeben iat. Auch 
von den Polyedern könnte man ein absolutes Maß an- 

Aber nach unserer Raumanschauung erscheint uns 
die absolute Messung aller dieser geometrischen Gröfieu 
nicht möglich, daher könnte man mit Lambert, wenn 
man die Existenz einer absoluten Einheit für 
die Strecken verneint, die dritte Hypothese ver- 
werfen. 
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§31. Mau glaube nicht, daß Lambert meint, 
daa V. Postulat so bewiesen za haben, da er weiß, 
wie willkQrlich die vorstehende Behauptung ist! 

Um den gewünschten Beweis zn erbalten, gebt er 
in der Untersuchung der Folgen aus der dritten Hypo- 
these weiter, aber es gelingt ihm nur, seine Frage in 
eine andere gleich schwer zu lösende umzuformen. 

Andere sehr interessante Sachen sind in der Theorie 
der Parallellinien enthalten, e. B. die nahe Beziehung 
der Geometrie, die auf der Ebene bei Annahme der 
zweiten Hypothese gelten würde, zur sphärischen 
Geometrie') und eine Bemerkung bezüglich der Unab- 
hängigkeit dieser letzteren vom Parallelenpostulat Hin- 
sichtlich der dritten Hypothese sprach er dann folgende 
scharfsinnige und originelle Ansicht aus: Ich sollte 
daraus fast den Schlnß machen, die dritte Hypo- 
these komme bey einer imaginären Kugel- 
fläche vor. 

Zn dieser Auflassung der Dinge gelangte er viel- 
leicht von der Formel r*(A + B-\- C—n) aus, die den 
Inhalt eines sphärischen Dreiecks ausdrückt, denn sie 
wird, wenn man darin den Radius r mit dem imaginäien 
Radius rY— i vertauscht; 

r>{n — A-S— C), 
also die Formel für den Inhalt eines ebenen Dreiecks 
bei der dritten Hypothese von Lambert.*) 

§ 33. Lambert läßt also die Frage in der Schwebe, 
vielmehr da er seine Untersuchungen nicht veröffentlicht 
hat, darf man vennuten, daß er schon den Ausblick zu 
einem neuen Standpunkt hatte. 

1) In der TM ist in der sphärisch«» Geometrie die Summe 
der Winkel eines Vierecks gröSec ab iler rechte Winkel usw. 

2) Vgl. Stäokel und Engel: „Th. d. P.", S. 146. 
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Übrigens ist wohl zu bemerken, da& bei dem all- 
gemeinen Mißerfolg derartiger Untersacbungen in der 
zweiten Hälfte des XVIII. Jahihnnderts sich die Über- 
zeugnog bildete, daß man notwendig das euklidische 
Postulat ohne Beweis annehmen müsse oder ein anderes 
gleichberechtigtes Postulat. 

In Deutschland, wo viele Arbeiten über den Gegen- 
stand einander folgten, hatte die Überzeugung schon 
dne ziemlich feste Form angenommen. Wir finden sie 
wieder bei A. G, Kästner, dem großen Förderer der 
Untersuchungen über die Parallelen'), bei seinem Schäler 
G. S. Klügel, dem Verfasser der wertvollen Kritik über 
die berühmtesten Versuche zum Beweis des V. Postulats. 
In diesem Werke kommt Klägel, nachdem er alle vor- 
liegenden Beweisversnche für ungenügend befunden hat, 
auf die Möglichkeit, daß einander nicht schneidende 
Gerade divergieren können [„Möglich wäre es frei- 
lich, daß Gerade, die sich nicht schneiden, von- 
einander abweichen"], und ftigt hinzu, daß der An- 
schein der Widersinnigkeit, die sie darstellt, keine Folge 
der bestimmten Begriffe von Geraden imd Kurven ist, 
sondern eher ein Umstand, der aus der Erfahrung nnd 
dem Urteil unserer Sinne folgt [„Daß so etwas wider- 
sinnig ist, wissen wir nicht infolge strenger 
Schlüsse oder vermöge deutlicher Begriffe von 
der geraden und der krummen Linie, vielmehr 
durch die Erfahrung und durch das Urteil unserer 
Augen"]. 

Die Untersuchungen von Saccheri und Lambert 
neigen dazu, die Meinung von Klügel zu stützen, aber 
man kann sie nicht für Beweise der Unbeweisbarkeit 
der euklidischen Hypothese ansehen. Und dennoch 

r vgL Stäckel und Engel: 
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könnte man zu einem Beweis gelangen, indem man, auf 
dem von den beiden genannten Geometem eröfineten 
Weg foitschreUend, beliebig viele weitere Sätze ableitet, 
die mit den Grundsätzen der Geometrie nicht in Wider- 
spruch stehen. 

Jedenfalls, daß man sich auf dies letztere Gebiet 
wagte ohne Saccheris Voreingenommenheit, der dabei 
Widersprüche entdecken wollte, das bildet in geschiebt- 
Uchei Folge den entscheidenden Schritt, die Unbeweis- 
baikeit des euklidischen Postulats zn erobern und 
die nichtenklidischen Geometrien zn entdecken. 

Aber von dem Werk von Saccheri und Lambert 
bis zu dem von Lobatschefsky und Bolyai, das nach 
dem hier ausgesprochenen Gedanken geformt ist, mußte 
noch mehr als ein halbes Jahrhundert veigehenl 

Die französischen Geometer am Ende des 
XVm. Jahrhunderts. 

§ 33. Die Kritik über die Parallelen, die schon 
in Italien und in Deutschland zu Ergebnissen von großem 
Interesse geführt hatte, erhielt gegen das Ende des 
XVin. Jahrhunderts und im Anfai^ des XIX, auch in 
Frankreich merkliche Belebung, 

D'Alembert [1717 — 1783] erklärt in einem seiner 
Aufsätze über Geometrie [1759]: „La definition et les 
propri^t^s de la ligne droite, ainsi que des lignes par- 
alleles sont r^cueil et pour ainsi dire le scandale des 
äl^ments de Geometrie." ') Er meint, daß dnrch eine 
gute Definition der geraden Linie beide Schwierigkeiten 
vermieden werden müßten. Er schlägt vor, Parallele zu 
einer gegebenen Geraden eine beliebige Gerade in der- 

l) Vgl. D'Alembert: „Milanges de Lälerature, d'Histoirt 
tt de Pkiloiophü", t. V, § n [1759]. — VgL anch: „Encyclopidü 
Mithodifiie Math^matiqae", t II, p, 51g, Artikel: Farallilts\\-]%^. 



fbyGoogIc 



D'Alembert und Lagrange. g^ 

selben Ebene zu nennen, die zwei gleich abstehende 
Funkte auf derselben Seite der Geraden verbindet Diese 
DeGnitioQ erlaubt unmittelbar die Parallelen zu konstru- 
ieren: aber man müßte beweisen, daB die Geraden äqui- 
distant sind. Dieaer Lehrsatz wurde von D'Alembert 
gleichsam als Herausforderung seinen Zei%eno3Sen vor- 
gesetzt 

§ 24L De Morgan erzählt in seiner Sammlung 
von Paradoxien, daS Lagrange [1736 — 1813] gegen 
Ende seines Lebens eine Abhandlung über die Parallelen 
schrieb. Als er sie der fraiaösischen Akademie vorlegte, 
unterbrach er das Lesen mit dem Ausruf: „II faut que 
j'y aonge encore!" und behielt das Manuskript zurück.') 

Überdies berichtet Hoäel, daß Lagrange iu einer 
Unterhaltung mit Biot die Unabhängigkeit der sphärischen 
Trigonometrie vom euklidischen Postulat behauptet 
hat. Zur Bekräftigung dieser Behauptung kann hinzugefügt 
werden, daß Lagrange sich mit besonderem Interesse 
mit der sphärischen Trigonometrie*) beschäftigte, und 
daß er, wenn er nicht der Verfasser ist, so doch die 
Anregung zu einer Abhandlung gegeben hat: „Sur lespritf 
cipes fondamenlaux de la Mlcanique" [1760 — 1761]'), worin 
D. de Foncenex eine Unabhängigkeitsfrage entwickelt, 
die der oben genannten der sphärischen Trigonometrie 
entspricht Genau gesagt, Foncenex beweist, daß das 
analytische Gesetz für die Zusammensetzung sich schnei- 
dender Kräfte weder vom V. Postulat noch von irgend 
einem gleichberechtigten abhängt..^) 

I) A.deMorgan: „Budget of Paradoxes", p. 173. [London 
1872]. 

3) Vgl. J, Hoüel: „Essai critigue sw les princtpei foitäa- 
mentaux de ta gionUtrU /Umenlaire" , S. 84, Anmcrknng [Pms, 
G. Villars, 1883]. 

3) Vgl Lagrange: Oewires, t.Vn. S. 331— 363. 

4) VgU Kap. VI. 
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§ 26. Der als grundlegend schon von Wallis 1663 
[vgl § 8] gebrauchte Begriff der Ähnlichkeit erscheint 
wieder um den Anfang des XIX. Jahrhunderts, gestützt 
auf die Autorität zweier großen Geometei: L.N.M.Carnot 
[1753—1823] wnd Laplace [1749—1827]. 

In einer Anmerkung [S. 481] zu seiner „G^omitrie 
de Position" [1803] behauptet Carnot, daß die Parallelen- 
theorie mit dem Begriff der Ähnlichkeit verknüpft ist, 
die nahezu ebenso selbstverständlich ist wie die Gleich- 
heit, und daß es, wenn man einmal diesen Begriff zu- 
gegeben hat, leicht ist, die fragliche Theorie streng zu 
begründen. 

Nachdem Laplace [1824] die Bemerkung gemacht 
hat, daß das Newtonsche Gesetz [das allgemeine An- 
ziehungsgesetz] wegen seiner Einfachheit, wegen seiner 
Allgemeinheit und wegen seiner Übereinstimmung mit 
den physischen Erscheinungen als streng betrachtet werden 
muß, bemerkt er, daß es eine seiner wichtigsten Eigen- 
schaften ist, daß, wofern die Abmessung aller Körper des 
Weltalls, ihre gegenseitigen Entfemungeo und ihre Ge- 
schwindigkeit im Verhältnia abnehmen würden, die 
Himmelskörper vollkommen den von ihnen beschriebenen 
Bahnen ähnliche beschreiben würden, derart, daß das 
Weltall, wenn es sich nach und nach auf den denkbar 
kleinsten Raum zusammenzöge, immer den Beobachtern 
denselben Anblick bieten würde. Dieser AnbUck, so 
fährt er fort, ist also unabhängig von den Abmessungen 
des Weltalls, so daß die Einfachheit der Naturgesetze 
dem Beobachter nur die Verhältnisse zu erkennen ge- 
stattet. An diesen astronomischen Raumbegriff anknüpfend 
fügt er in einer Anmerkung hinzu: „Die Versuche der 
Geometer, das Postulat Euklids über die Parallelen 
zu beweisen, waren bisher wertlos. Allerdings hegt nie- 
mand Zweifel an diesem Postulat und den Lehrsätzen, 
die Euklid daraus abgeleitet hat. Der Begriff des 



fbyGoogIc 



L«pUee nod Fonrier. jy 

Raumes Bchliefit also eine besondere Eigenschaft ein, tlie 
an sich selbstverständlich ist, und ohne die man die 
EigenschafteD der Parallelen nicht streng begründen 
kann. Die Voratellung der begrenzten Ausdehnung z, B. 
des Kreises enthält nichts, was von seiner absohiten Größe 
abhängt. Verklelnera wir jetzt in Gedanken seinen Halb- 
messer, so werden wir unbezwinglicb dazu gebracht, im 
selben Verhältnis seinen Umfang und die Seiten aller 
einbeschriebenen Figuren su verkleinern. Diese Propor- 
tionalität scheint mir ein natürlicheres Postulat zu sein 
als das von Euklid, und es ist richtig, daß man es 
bei den ErgebniBBCn der allgemeinen Gravitation wieder- 
findet. 1) 

§ 3fl. ZuHammen mit den vorhergehenden Geometem 
pfl^ man auch an J. B. Fonrier [1768 — 1830] zu er- 
innern, werfen einer Auseinandeisetzung, die er mit 
Monge über die gerade Linie hatte. *) Will man diese 
Erörterung mit den Untersuchungen über die Parallelen 
in Znsammenhang bringen, so braucht man nur auf den 
von D'Alembert ausgesprochenen Gedanken lu ver- 
weisen, daß der Beweis des Postulats mit der Definition 
der Geraden verknüpft weiden kann. [Vgl. § 23.] 

Fonrier, der als ursprünglich den Be^iff des 
Abstands zwischen zwei Punkten annimmt, schlägt vor, 
znerst die Kugel zu definieren, dann die Ebene als Ort 
der Funkte, die von zwei gegebenen Funkten gleichen 
Abstand haben*}, dann die Gerade, als Ort ätx Punkte, 

1) Vgl LapUce: „Oeuvrfi", tVI, UbreV, ch.V, p, J2. 

2) Vgl: „SJances de r&oU normale", DibaU, t I, p. 38— 
33 [1795]- ^'' DiskuEsioQ wurde wieder abgednickt in MathiHi 
X. IX, S. 139— 14t [1883]. 

3) Diese Definition der Ebene wurde von Leibnii ungefShr 
ein Jahrhundert invor gegeben. Vgl. I. B. die „OfatscuUs et 
fragmenis itUdits", veröffentlicht von L. Couturat, p. 554—5 [Paris, 
Alcan, 1903]. 
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die von drei gegebenen Punkten gleichen Abstand haben, 
Dieae Art, die Aufgabe dei &nndlagen der Geometiie 
darzustellen, stimmt fiberein mit den Gedatiken, die in 
der Folge von andern Geometem ausgesprochen wurden, 
die sich ausdrücklich mit der Parallelenfr^e bescbäftigten 
[W. Bolyai, N. Lobatachefsky, de Tilly]. In diesem 
Sinne findet die Erörterong zwischen Fonrier und 
Monge ihren Platz unter den ersten Urkunden, welche 
sich auf die nichteuklidische Geometrie beziehen.') 



Adrieo Marie Legendre [1752 — 1833]. 

§ 27. Die ebengenannten Geometer beschränken 
sich darauf, die Schwierigkeit aufzudecken und Urteile 
über das Postulat auszusprechen; Legen dre dag^en 
war es, der dies in einen Lehrsatz zu verwandeln suchte; 
seine Untersuchungen, die in den verschiedenen Auf- 
lagen seiner „Eliments de Giomilrie" [1794 — 1823] ver- 
teilt sind, sind gesammelt in den „Reflexions sur diffirentts 
manüres de dlnumtrer la thiorie des paralliUs ou le ihiorhne 
sur la somme des trois angles du Iriangle", [M6m. Aca- 
d^mie Sciences, Paria, t. XIII, 1833.] 

Mit hochinteressanten Versuchen greift Legendre 
wie schon Saccheri die Frage von der Seile der Winkel- 
snmme im Dreieck an, indem er von der Summe be- 
weisen will, daß sie zwei rechten Winkeln gleich ist. 

Es gelingt ihm zu diesem Zweck schon von Anfang 
an Saccheria Hypothese des stumpfen Winkels aus- 
zumuatem, indem ei feststellt, daß „in jedem Dreieck 
die Summe der Winkel kleiner [Hyp. d. spitzen W.] 

1) Wir fügen hinzu, daO spStere Arbeiten und Uutenuchiuigen 
zeigten, dsfl auch Fouriers Definition nicht gestattet, die eukli- 
dische ParolleleaÜieorie ohne die Hilfe des V.Postulats oder 
tines andern gleichberechtigten Postulats zu schaffen. 
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oder gleich [Hyp. d. rechten W.] zwei rechten 
Winkeln ist". 

Wii geben einen einfachen nnd el^ia&ten Beweis 
von Legendre wieder. 

Es seien (Fig. 27) auf einer Geraden n aufeinander- 
folgende gleiche Abschnitte A^A^, A^A^ • ■ • A^A^^^ g&. 
gehen und über ihnen auf derselben Seite der Geraden n 
gleiche Dieiecke konstniiert, deren dritte Ecken die 
Punkte B^B^ ■■•■*„ »«»d. 



». 




Die Strecken B^B^, B^B^, ■ ■ ■ B^_^B^, die diese 
letztem Ecken verbinden, sind gleich und können als 
Grundlinien von n weiteren gleichen Dreiecken betrachtet 
werden: B^A^B^, B^A^B^ ■ ■ ■ B^^^A^B^. Man eigänze 
die Figur durch das Dreieck B^A^^^B^,^,^, das den 
früheren gleich Ist 

Bezeichnet man mit ß den Winkel des Dreiecks 
A^B^A^ in B^ und mit a den Winkel des folgenden 
l>eiecks in Ä^, so behaupte ich, es ist ß^a. In der 
Tat, wäre ß > a, so würde aus dem Vergleich der beiden 
Dreiecke A^B^A^ nnd B^A^B^, die zwei gleiche Seiten 
haben, folgen, daß A^A^"^ B^B^. 

Ubeidies hätte man, da die gebrochene Strecke 
AB^B^ ■ ■ ■ -5„+i-^,+, größer ist als die Strecke A^A^,^^: 

A,B^ + {B^B;,n + ^.^.,5.+, > (A-^)«. 
also 

zA^B^ > {A^A,— B^B^tt. 

Aber diese Ungleichheit widerspricht bei hinreichrad 

D.nt.zedbyGoOglc 
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grofiein m dem Postulat des Archimedes, deshalb 
kann nicht ^-^^j > -^i^j sein, und folglich ist die Vor- 
aussetzung ß > a absurd. £s folgt ß ^ a, woraus man 
sofort erhält, daß die Summe der drei Winkel im Drei- 
eck A^B^A^ kleiner oder gleich ist zwei rechten Winkeln. 
Diesen Lehrsatz pflegt man unberecbtigterweise den 
ersten Legendreschen Lehiiatz zu nennen. Wir 
sagen unberecbtigterweise, weil Saccberi mit seinem 
Beweis der Falschheit der Hyp. d. stumpfen W. fast 
ein Jahrhundert früher diesen Lehrsatz b^rOndet hatte. 
[Vgl. S. 40.] 

Der sogenannte zweite Legendresche Lehrsatz, 
der auch von Saccheri, und zwar in allgemeinerer 
Gestalt angegeben ist [vgL S. 31], ist folgender: 

Wenn in einem einzigen Dreieck die Summe 
der Winkel kleiner oder gleich zwei rechten 
Winkeln ist, so ist sie entsprechend kleiner oder 
gleich zwei rechten Winkeln in jedem andern 
Dreieck. 

Wir geben den Beweis dieses Satzes nicht wieder, 
weil er nicht wesentlich verschieden ist von dem 
Saccheris. 

Hier wollen wir vielmehr zeigen, wie Legendre 
beweist, daB die Summe der drei Winkel eines 
Dreiecks zwei rechten Win- 
keln gleich ist. 

Im Dreieck ASC {Fig. 28) 
nehme man an, es sei 
<^ + ^5 + ^C<z Rechte. 
Nachdem Z> auf der Seite Aß 
t fest angenommen ist, ziehe man 
* M 8. ° ' ''^^ Transversale BS so, daß der 

' Winkel ^ AI)£ dem Winkel -^ j9 

gl^ch ist Im Viereck DBCE ist die Summe der 
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Winkel kleiner als vier Rechte, also -^AED-^-^ACB. 
Dei Winkel dea Dieiecks ADJE bei £ ist also eine wohl- 
bestinunte [abnehmende] Funktion der Seite AD oder, 
waa dasselbe ist, die Länge der Seite AD Ist vollstäDdig 
bestimmt, wenn man [in rechten Winkeln] die Maßzahl 
des Winkels -£" und der beiden Winkel A und B kennt. 
Aber dies Ergebnis ist nach Legendre widersinnig, 
weil die Länge einer Strecke keine Bedeutung hat, wenn 
man die Maßeinheit nicht kennt, auf die sie bezogen 
ist, und die Natur der Frage in keiner Weise auf eine 
derartige Einheit hinweist. 

Daher lallt die Hypothese 

^^-}-^5 + ^C<2 Rechte, 

und fo^Uch wird man haben: 

^^4-^5 + ^ C— 2 Rechte. 

Aber aus dieser Gleichheit folgt leicht der Beweis 
des euklidischen Postulats. 

Die Methode von Legendre tubt also auf dem 
Postulat von Lambert, das die Existenz einer ab- 
solnten Einheit verneint. 

§ 28. In einem andern Beweis macht Legendre 
Gebrauch von der Voraussetzung: „Von einem be- 
liebig im Innern eines Winkels angenommenen 
Funkt kann man immer eine Gerade ziehen, die 
die beiden Schenkel des Winkels trifft.^) Er ver- 
^tt so: 

Es sei ABC ein Dreieck, In dem, wenn es möglich 
ist, die Summe der Winkel kleiner ist als zwei rechte 
Winkel. 

i) IHescT Annahme hatte sich bereits J, F. Loreni zu dem- 
lelben Zweck bedient, vgl.: „Grundriß dei reinen nnd an* 
gewandten Mathematik". [Helmstedt 1791.] 
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£a sei: 
2Rechte — -^A — -^B — ^ C=a [Defekt] 
gesetzt und man konstruiere (Fig. 29) den Funkt A', d^ zu 
A symmetrisch Ii^t> i- b. auf die Seite BC. Der Defekt 
des neuen Dreiecks CBA' 
ist auch a. Sodann ziehe 
man kraft der oben aus- 
gesprochenen Hypothese 
durch A' eine Transversale, 
die in ^^ und C^ die 
Schenkel des Winkels ^ A 
trifft. Der Defekt des Drei- 
ecks A£^(\ ist, wie man 
leicht bestätigea kann, die 
Summe der Defekte der 
vier Dreiecke, die es zusammensetzen [vgl. auch Lambert 
S. 46], also größer als 2 a. Wiederholt man vom Drei- 
eck AB^C^ aus die vorhergehende Konstruktion, ao wird 
man ein neues Dreieck erhalten mit einem Defekt größer 
als 40. Kach n Schritten dieser Art hat man ein Drei- 
eck konstruiert mit einem Defekt gröfier als Z"a. Aber 
fOr hinreichend großes » ist 2''a >- 2 Rechte [archi- 
medisches Postulat], was widersinnig ist. Es folgt: 
a — o, also -^^-|--^^-|--^C— 2 Rechte. 

Dieser Beweis ist auf das archimedische Postulat 
gestützt. Hier noch eine Angabe, wie man den Gebrauch 
dieses Postulats vermeiden könnte: Es seien (Fig. 30) AB 
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und UK eine Schläge und eine Senkrechte AH. Man 
konstruiere die Gerade Ä^ aymmetiiscb zu AB in bezug 
auf AH. Durch den Punkt ^geht kraft der Legeodre- 
achen Hypothese eine Gerade r, die die beiden Schenkel 
des Winkels BAB' trifft. Wenn sie von ZfÄ' verschieden 
ist, dann hat die i. b. auf AH symmetrische Gerade r 
dieselbe Eigenschaft and folglich auch HK. Also treffen 
sich ein Lot und eine Schräge zur Geraden AH immer. 
Daraus folgt die gewöhnliche Theorie der Parallelen, 
also -^A-ir-^B-\--^C=2 Rechte. 

1d andern Beweisen macht Legendre Gebranch 
von analytischen Schlüssen und auch in iirtämlicber 
Weise von aneadlichen Größen. 

Mit diesen verschiedenartigen Arbeiten hielt Le- 
gendre schließlich die naentwinbare Schwierigkeit für 
gelöst, die mit den Grundlagen der Geometrie verknöpft 
ist. In Wirklichkeit aber fügte er nichts wesentlich Neues 
hinzu zu dem bereits voihanden«i Material und zu den 
bereits von seinen Voigängem gewonnenen Überzeugungen. 
Sein größtes Verdienst besteht in der einfachen und ge- 
schmackvollen Form, die er allen seinen Untersucbui^en 
zu geben verstand, weshalb sie jene Verbreitung er- 
reichten, die so viel zur Erweiterung des Kreises der 
Mitarbeiter an den neuen Gedanken beitrag, welche da- 
mals im Begriff waren zu entstehen, 

Wolfgang Bolyai [1775— 185Ö]. 

§ 38. In diesem Kapitel wird auch des ungarischen 
Geometera W. Bolyai gedacht, der sich seit seiner 
Göttinger Studienzeit [1796 — 99] mit der Parallelen- 
theorie beschäftigte, wahrscheinlich auf Rat von Kästner 
und des jungen Professors der Astronomie K. F. Seyffer 
[1762 — 1822], mit dem er freundschaftlich verkehrte. 

1804 schickte er an Ganß, seinen Göttingei Studien- 
freund, eine ,,Theoria Parailelarum", die einen Versuch 
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des Beweises der Existenz äquidiatanter Geraden ent- 
hielt, '^) Ganß widerlegte diesen Beweis. Boljai hörte 
aber deswegen nicht auf, sich mit dem XI. Axiom zu 
beschäfÜgen, doch gelang es ihm nur das Axiom durch 
andere von größerer oder geringerer Selbstverständlich- 
keit zu ersetzen. So gelangte er dazu, an der Beweis- 
barkeit zu zweifeln und die Unmöglichkeit der Znrück- 
führung der euklidischen Hypothese einzusehen, 
weil [wie er veraiciiert] die aus der Verneinung des 
XI. Axioms abgeleiteten Folgeningen den Grundsätzen 
der Geometrie nicht widersprechen können, insofern, als 
die gemeinhin angeoonuaenen Gesetze über den Schnitt 
zweier Geraden eine neue Tatsache darstellen, unab- 
hängig von den andern ihnen vorausgehenden. ^ 

Wolfgang sammelte seine Ansichten über die Grund- 
lagen der Mathematik in dem Werk: „Tenlamen juventu- 
iem sludiosam in elementa Maiheseos . . ." [1832 — 35] und 
im besondem seine Untersuchungen über das Axiom XI, 
indem er bei jedem Versuch die neue Hypothese ins 
Licht setzte, die zur strengen Durchführung des Beweises 
nötig war. 

Auf folgendes wichtige Postulat führt Wolfgang 
das euklidische zurück: Vier Punkte, die nicht auf 
einer Ebene liegen, liegen immer auf einer 
Kugel, oder, was dasselbe besagt: drei nicht auf 
einer Geraden gelegene Punkte gehören immer 
einem Kreise an.') 

Man kann das euklidische Postulat so daraus Gleiten : 



1) Die „Theoria ParalUlarum" ist lateinisch und in deut- 
scher Übersetzung veröffentlicht voo den Herren Stäckel und 
Engel in Bd. XUX der Math. Ann., S. 168—205 ['897]- 

2) Vgl. Stäckel: „Die Entdeckung der nichteukli- 
dischen Geometrie durch J. Bolyai". Math. n. Naturw. Ber. 
aus Ungarn, t. XVn [1901]- 

3) Vgl. W. Bolyai: „Kurier Grundriß eines Ver- 
suchs usw.", S. 46. [Maros Vdstirhely 1851]. 
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Seieo (Fig. 31) AÄ. BB' 
zwei Gerade, die eine senkrecht, 
die andere Bchräg zu AS, Nimmt 
man den Punkt M auf der Strecke 
AB an, und die dazu symmetrisch J 
gelegenen Ponkte i. b. auf die | 
Geraden ÄÄ, BB', so erhalten l 
wir zwei Punkte HfM", die nicht ' 
mit M in einer Geraden liegen. 
Diese drei Punkte gehören einem 
Kreiaumfang an, und die beiden Geraden AA, BB', die 
alle beide durch den Mittelpunkt des Kreises gehen 
müssen, treffen einander. 

Aber aus der Tatsache, da& ein Lot und eine 
Schräge zu derselben Geraden sich treffen, folgt ohne 
weiteres die Einzigkeit der Parallelen. 

Friedrich Ludwig Wächter, fln 2.' ' ^i ' 
§ 30. Nachdem man eingesehen hatte, daß das 

euklidische Postulat von der Möglichkeit abhängt, einen 
Kreis durch drei beliebige nicht auf einer Geraden ge- 
legene Punkte zu ziehen, ergab sich von selbst der Ge- 
danke, die Existenz eines so beschaffenen Kreises zu 
beweisen, vor jeder Untersuchung über die Parallelen. 

Ein Versuch in dieser Richtung wurde von F. L. 
Wächter gemacht. 

Wächter, ein Schüler von Gauß in Göttingen 
[1809] und Professor der Mathematik am G)minasium 
zu Danzig, beschäftigte sich zu wiederholten Malen mit 
dem Beweis des Postulats, und glaubte sein Ziel er- 
reicht zu haben zuerst in einem Brief an GauB [Dezember 
1816] nnd dann in einem 1817 in Danzig gedruckten 
Werkeben % 



l) „Demonstratio 



'n Euclideü undecimi". 
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In dieser Veröffentlichung sucht er zn beweisen, 
daß durch vier beliebige Punkte im Raum [die nicht 
einer Ebene angehören] eine Kugel geht, wobei er sich 
auf das Postulat stützt: Vier Punkte im Raum be- 
stimmen völlig eine Fläche [die Fläche der vier 
Funkte] und zwei solche Flächen schneiden sich 
in einer einzigen Linie, die durch drei Punkte 
völlig bestimmt ist. 

Wir brauchen der Erwägung von Wächter nicht 
zu folgen, mit der er zu beweisen sucht, daß die 
Fläche der vier Punkte eine Kugel ist, weil, da 
in seinem Werkchen eine strenge Definition jener Fläche 
fehlt, seine Betrachtangen nur anschaulichen Charakter 
haben. 

Besondere Aufine^amkeit verdient aber eine Stelle 
in seinem Brief von i8iö, die er nach einer Unter- 
redung mit Gauß schrieb, wo von einer antieukli- 
dischen Geometrie die Rede war. 

In diesem Brief, wo von der Grenzfläche einer 
Kugel die Rede ist, deren Halbmesser ins Unendliche 
wächst, b^auptet Wächter, daß auf ihr auch im 
Fall der Falschheit des V. Postulats eine Geo- 
metrie gelten würde, die mit der der gewöhn- 
lichen Ebene identisch ist. 

Diese Behauptung bt von größter Wichtigkeit, denn 
hier taucht eines der wichtigsten Ergebnisse auf, das in 
dem der Saccherischen Hypothese des spitzen Winkels 
entsprechenden geometrischen System gilt. [Vgl. Lobat- 
schefskij, § 40,]^) 



I) Über Wächter vgl. F. Stäckel: Friedrich Ludwig 
Wächter, ein Beitrag zdi Geschichte der Dichtenklidi- 
sehen Geometrier Matli. Ann., Bd. LTV, S.49— 85 [1901]. In 
diesem Aufsatz »iad die Briefe von Wächter über den G^en- 
itand wiedergegeben und das oben angeführte Werkchen von 1S17. 
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Die Begründer der nichteuklidischen 
Geometrie. 



Karl Friedrich Gaufl [1777—1855]- 
§ 31. Zwanzig Jahrhunderte unafitzer KiaftanstrcD- 
gung und voraehnJicb die letzten fruchtlosen Unter- 
suchungen über das V. Postulat brachten vielen Geo- 
metem, die am Anfang des vorigen Jahrhunderts wirkten, 
die Überzeugung bei, daß die endgültige Ordnung der 
Farallelentheorie eine unlösbare Aufgabe bildet. Die 
Göttii^er Schule hatte seit 1763 amtlich die Notwendig- 
keit erklärt, sich der euklidischen Hypothese zu fügen, 
und dieser Gedanke, den Klügel in seiner Dissertation 
„Conaiuum . . ." [vgl. S. 46] ausgesprochen hatte, wurde 
geteilt und gestützt von seinem Lehrer A. G. Kästner, 
der damals Professor an der Universität Göttingen war. ^) 
Nichtsdestoweniger war das Interesse für nnsem' 
G^enstand imm« lebendig, und wenn es auch nicht 
aufhörte, die nach dem angeblichen Beweis des Postu- 
lats Suchenden unnütz anzustrengen, so führte es doch 
BcblieBlich zur Entdeckung neuer geometrischer Systeme, 
die auch ibrers^ts, airf die Anschauung gestützt, sich in 
einem weiteren Gebiet entwickeln, da sie von dem im 
euklidischen Postulat enthaltenen Prinzip absehen. 

Die volle Schwierigkeit in die neue Gedankenreihe 
einEutreten erscheint ein^n ganz deutlich, wenn man 

I) VgL Stäckel nnd Engel: „Th, der F.", S. 139—143. 

Google 
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sich in jene Zeit versetzt und an die damals heirschende 
Gedankenwelt der Kantseben Philosophie denkt. 

§ 33. Gaaß war der erste, der das klare Bild 
einer vom V. Postulat unabhängigen Geometrie hatte, 
ein BÜd, das reichlich fünfzig Jahre lang im Geist des 
gewaltigen Mathematikers ruhte und erst ans Licht kam 
nach den Werken von Lobatschefskij [1829 — 30] und 
J. Bolyai [1832]. 

Die Urkunden, die eine angenäherte Wiederher- 
stellung der Gaußschen Untersuchungen über die Par- 
allelen gestatten, sind der Briefwechsel von Gauß mit 
W. Bolyai, Olbers, Schumacher, Gerling, Tau- 
rinns, Bessel [1799 — 1844]; zvrei kleine Bem^kungea 
in den „Gott, gelehrten Anzeigen" [1816, 1822] 
und einige Notizen, die unter seinen Papieren gefunden 
wurden [1831].*) 

Stellt man verschiedene Stellen in Briefen von Gauß 
einander gegenüber, so kann man als Ausgangspunkt 
seiner Meditationen das Jahr 1792 iesäegen. 

Das folgende Stück eines Briefes an W. Bolyai 
[16. Dezember 1799] beweist, daß Gauß, wie schon 
Saccheri and Lambert, versuchte das V. Postulat 
zu beweisen, indem er als Hypothese seine Ungültig- 
keit annahm. 

„Ich seihst bin in meinen Arbeiten darüber weit 
vorgerückt, allein der Weg, den ich eingeschlagen habe, 
führt nicht sowohl zu dem Ziele, das man wünscht, und 
das Du erreicht zu haben versicherst*), als vielmehr da- 
hin, die Wahrheit der Geometrie zweifelhaft zu machen. 

„Zwar bin ich auf manches gekommen, was b^ den 



1) Vgl. GauB „Werke", Bd. vm, S. 157—268, 

2) Hau erinnere dch, daQ W. Bolyai sich in GöttingeD 
mit dem Gegenstand bescliüftigte und das Hindeniis überwunden 
Ml haben glanbte. Vgl. § 29. 
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meisten §cboa f&t einea Beweis gelten würde, aber was 
in meinen Augen so gut wie nichts beweist. 

„Zum Beispiel, wenn man beweisen könnte, dafi ein 
geradliniges Dreieck möglich sei, dessen Inhalt giöfier 
'wäie als eine jede gegebene Fläche, so bin ich im- 
stande die ganze Geometrie völlig strenge zu beweisen. 

„Die meisten würden nun wohl jenes als ein Axiom 
gelten lassen; ich nicht; es w&ie ja wohl möglich, daß, 
so entfernt man auch die drei Eckpunkte des Dreiecks 
im Räume voneinandeT annähme, doch der Inhalt immer 
unter (iufira) einer gegebenen Grenze wäre." 

1804 drückt CT dann in seiner Antwort an W. Bolyai 
aber die „T/uoria paraUelarum" die Hoffnung aus, daß 
die Klippen, gegen die seine Untersuchungen gestoß^i 
sind, schließlich doch den Weg freilassen. 

Aus alledem entnehmen die Herren Stäckel und 
Engel, die den Briefwechsel von Gauß sammelten und 
mit Urkunden bellen, daß der „sumrons geometra" 
die Existenz einer U^ch unanfechtbaren nichteukli- 
discben Geometrie nicht durch geniale Intuition er- 
kannte, sondern, daß es im Gegenteil sich langer nnd 
mühsamer Arbeit hingeben mußte, bevor er das alte Vor- 
urteil Überwunden hattet 

Kannte Gauß im ersten Zeitabschnitt seiner Unterr 
Buchungen die Werke von Saccheri und Lambert? 
Welchen Einfluß übten sie auf seine Tätigkeit ans? 
Prof. Segre bemerkt in seinen oben [S. 46, Anm. i] an- 
geführten „Congellure", dafl sowohl Gauß wie W, Boljrai 
während ihres Aufenthalts in Göttingen [der erste von 
1795 — 98, der zweite von 1796 — 99] sich mit den 
Parallelen beschäftigten. £s ist daher möglich, dafi sie 
durch Vermittlung von Kästner nnd Seyffer, zwei 
gründlichen Kennern dieses G^enstandes, auch zur 
Kenntnis des „EucUdes ai omni naevo vmdicatiu" und der 
„Theorie der Parallellinien" gelangten, aber die 
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geachichtlicheD Daten, die caaD besitzt, apiechen zwar 
nicht gegea diese Vetmutang, bekräftigen sie jedoch 
nicht völlig. 

§ 33. Auf diesen ersten Abschnitt von GauS' 
Arbeit folgt ein zweiter, nach 1813, der besonders dent- 
lich wird durch einige Briefe, einen an Wächter [1816], 
andere an Gerling [1819], Tauiinns [1824] und 
Schumacher [1831], und aus Notizen, die in den 
Papieren von Ganß aufgefunden sind. 

Diese Urkunden zeigen uns, daß Gauß in diesem 
zweiten Abschnitt die Unschlussigkelt überwand und 
fortschritt in der Entwicklung der Hauptlehrsätze einer 
nenen Geometrie, die er erat die anti-euklidische [vg{. 
den auf S. 65 angeführten Brief von Wächter], dann 
Astralgeometrie [nach Schweikart, vgl. S. 76], end- 
lich nichteuklidische [vgl. den Brief an Schumacher] 
nennt. So gelang es ihm, die Gewißheit zu erobern, 
daß die nichteuklidische Geometrie in sich keinen 
Widerspruch hat, weimgleich ihre Ergebnisse beim ersten 
Anblick den Anstrich des Paradoxen haben [Brief an 
Schumacher, 12. Juli 1831]. 

Allerdings ließ GauB nichts von diesen Gedanken 
durchsickern in der Gewißheit, nicht verstanden zu werden 
[er fürchtete „das Geschrei der Böotier"; Brief an 
Bessel, 27. Jannar 1829]: nur einigen bewährten Freun- 
den vertraut er etwas von seinen Untersuchungen an, 
und als er durch den Zwang der Dinge genötigt ist, an 
Taurinus [1824] zu schreiben, bittet er ihn, das Still- 
schweigen über die ihm gemachten Mitteilungen zu be- 
wahren. 

Die in den Manuskripten von GauB gefundenen 
Notizen enthalten einen kurzen Wink über die neue 
Parallelen theorte, und sollten zn einer beabsichtigten Dar- 
legung der nichteuklidischen Geometrie gehören, 
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über die ot [17. Mai 1831] an Schumacher schrieb: 
„Von meinen eignen Meditationen, die znm Teil schon 
gegen 40 Jahre alt sind, wovon ich aber nie etwa« auf- 
geschrieben habe, und daher manches drei- oder vier- 
mal von neuem auszuainnen genötigt gewesen bin, habe 
ich vor einigen Wochen doch einiges anfonschieiben an- 
gefallen. Ich wünschte doch, daß es nicht mit mir 
unterginge." 

§ 34. GauQ definiert die Parallelen so: 

Wenn (Fig. 32) die Geraden .4^. . ., BN... 

einander nicht schneiden, jede durch ^<4 zwischen 

AM... und AB... gelegte Gerade hingegen die 

BN... schneidet: so heißt AV... taiiBN... parallel. 




Fie- 3«- 



PiS- 33- 



Man beachte den Unterschied zwischen dieser 
Definition und der Euklids. In der Tat, verzichtet 
man auf das V. Postulat, so fcönnlea durch A ver- 
schiedene Gerade AM gehen, die BN nicht treffen und 
die nnr nach der antiken Deßnition Parallelen sein würden. 

Bei der Gaufischen Definition scheint der Punkt A 
eine besondere Bedeutung zu haben, weshalb man not- 
wendig beweisen muß, daß die Parallele AM von A un- 
abhängig ist. 
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Diese Unabhängigkeit beweist Gaoß folgender- 
maBen: 

Nimmt man (Fig. 33) anstatt A einen andenj. An- 
fangspunkt A' anf der Linie AM.. ,, zieht durch A' 
zwisdien /fM . . . und A'B die Gerade A'P in beliebiger 
Richtnng, und dtuch einen Fnnkt Q zwischen A' und P 
die Gerade AQ,.,, so wird solche (Definition) die 
SN, . . schneiden, woraus .von selbst klar ist, daß anc^ 
QP. . . äit.BN. . . schneiden wird. 

Nimmt man (Fig. 34) aber A' auf der rückwärts 
fortgesetzten AM. , . und zieht d<irch A^ zwischen AM. . . 
und A'S ... in beliebiger Richtung die Gerade A'P, 




Fie. 34- 



verlängert solche rückwärts und nimmt darauf einen be- 
liebigen Funkt Q, so wird QA . . . die BN. . . schneiden 
(Definition), z, B. in R. A'P ist also in der geschlosse- 
nen Figur A'ASB und wird daher eine der vier Seiten 
AA, AR, RB, BA' schneiden, offenbar muß dies ab« 
die dritte RB sein, daher also auch AM. . . mit BN. . . 
parallel ist. 

Ans der Definition der Parallelen ergibt sich auch 
nicht von selbst die Gegenseitigkeit des ParaUelismus, 
das will sagen, daß auch BN zu AM parallel ist Diese 
Eigenschaft ist der Gegenstand des folgenden schönen 
Beweises von Ganß. (S. Fig. 35.) 
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„£b ist veiBtattet ab* nnd cät zu vertaaschen." 
Ti a b 




Es sei (Fig. 35) i und 2 parallel. Wäre ntm nicht 
2 mit 1 parallel, so sei «i' mit i paralleL Es s«i fn 
senkrecht anf i and 

aci — acb'~- ifdcd'. 
Ferner c&a — cli'i. Es wird also 5e die 2 schneiden in /. 
Macht man onn B'g i- 6/, so wird cg und ^</' mit ci' 
einerlei Winkel machen, welches absurd ist. 

SchlieBlich beweist er, daS zwei zu einer dritten 
pantUele Gerade zueinander parallel sind (Transitivität). 

Lehrsatz, Ist die Gerade i sowohl mit 2 als 
mit 3 paralld, so ist auch 2 mit 3 paialleL 

Beweis: Erster Fall, wenn (Fig. 36) i zwischen 2 
und 3 liegt. Es seien A, B Funkte anf 2 und 3 und 




Kg. 36. Fij. J7. 

AB schnude die i in C. Durch A ziehe man eine b^ 
liebige Gerade AD , . . ewiscben 2 und AB, welche 
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aJao I schneiden wird; da dieses von jeder AD... 
gilt, so ist 2 mit 3 parallel. 

Zweiter Fall, wenn (Fig. 37) 1 auSerbalb 2 and 3 
liegt. Es liege 2 zwischen i und 3. Wäre 2 mit 3 
nicht parallel, so läßt sich durch einen beliebigen Punkt 
von 3 eine von 3 verschiedene Gerade ziehen, die mit 
2 parallel ist. Diese ist also vermöge des ersten Falls 
auch mit i parallel, welches absurd ist. 

Hier ist zu bemerken, das Gauß stillschweigend 
meint den Parallelismus in einem gegebenen 
Sinn. In der Tat, seine Definition der Parallelen be- 
trachtet die von A auf einem bestimmten Ufer der Trans- 
versale AB, z. B. dem rechten, ausgebenden Strahlen, so 
zwar, daß man AM die Parallele zu BN nach rechts 
hin nennen müßte. Die Parallele zu BN nach linka 
hin ist nicht notwendig AM, diese Voraussetzung würde 
vielmehr auf eine dem euklidischen Postulat äquivalente 
-Hypothese hinauskommen. 

Kommen wir auf den oben ausgesprochenen Satz 
zurück, so ist klar, daß die beiden zu einer dritten 
parallelen Geraden als Parallele in demselben Sinn an- 
zunehmen sind. 

Endlich gibt Gauß den Begriff der korrespon- 
dierenden Punkte auf zwei Parallelen AA', BB'. Die 
Punkte A und B heißen korrespondierend, wenn die 
Gerade AB mit den beiden Parallelen auf derselben 
Seite gleiche innere Winkel bildet [Fig. 38]. 

Wenn dann CC eine dritte Parallele ist in dem 
Sinn, wie die beiden andern parallel sind, und wenn C 
und B korrespondierende Punkte sind, dann sind auch 
A und C korrespondierende Punkte. 

Der Begriff der korrespondierenden Punkte erlaubt 
ans, auf den Fall übertragen, wo die Geraden AÄ, BB' 
CC (Fig. 39) einem Büschel angehören [d. h. durch 
einen Punkt geben], den Kreis eu definieren als Ort 
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dei einem gegebenen Punkt korrespondierenden 
Pankte auT den Geraden eines Büschels. Aber 
dieser Ort kann auch konstruiert weiden, wenn die 




Kg. 38. 






Geraden des Büschels parallel sind. Im euklidischen 
Fall erhält man eine Gerade; merzt man die eukli- 
dische Hypothese aus, so ist der fragliche Ort eäae 
Linie, die zwar viele Sigenscbaften mit dem Kreis ge- 
mein hat, aber doch kein Kreis iat. Auch gehären 
drei ihrer Funkte niemals einem Kreis an. Be- 
sagte Linie kann als Grenzfall eiaes Kreises aufgefaßt 
werden, dessen Halbmesser ins Unendliche wächst. 

Gaufi ging nicht weiter mit der Abfassung, weil er 
183z das Werk von Johann Bolyai über die ab- 
solute Geometrie kennen lernte. 

Aus Briefen vor und nach der unterbrochenen 
Redaktion wissen wir noch, daß GauS in seiner Geo- 
metrie eine absolute Längeneinheit entdeckt hatte [vgl. 
Lambert, Legendre] und daß in seinen Formeln 
eine Konstante i erschien, mit deren Hilfe man jedes 
Problem lösen kann [Brief an Tauiinus, 8. November 
18243. 

Schärfei gab er 1831 [Brief vom 12. JuU an 
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SchDinacher] den Umfang des Kreises vom Radius t 
unter der Foim: 



Ai'-r^ 



Hinsichtlich k sagt er, wofern man die neue Geometrie 
mit der Erfahrung in Einklang bringen will, müBse man 
sie unbegrenzt groß im Verhältnis zu allen meßbaren 
Größen annehmen. 

Für jt = oo wird der GauSsche Ausdruck die ge- 
wöhnliche Länge des Kreiaumfanges. ') Diese Bemerkung 
kann auf das ganze von GauB entdeckte System aus- 
gedehnt werden, ein System, das für k^ ix> aU Grenz- 
fall das des Euklid enthält») 

Ferdinand Karl Schweikart [1780 — 185g]. 
§ 36. Gleichzeitig mit und unabhängig von den 
GauBscben Untersuchungeu sind die des Professors der 
Jurisprudenz F. K. Schweikart^, der 1807 „Die 
Theorie der Paiallellinien nebst dem Vorschlage 
ihrer Verbannung aus der Geometrie" veröffentlichte. 

1) Um das zu sehen, setse num Tür jede EiponeatiaUanktioQ 
ihre Reihenentwicklung, Dann hat man; 

■"^'-"'^-""(T+i4+i4 ■■) 

Geht min zur Grenze kr=<30 fibet, so erhält man: 3nr. 

2) Üb^ weitere Untersuchongai von GanS vgL die An- 
merkung S, 93, 

3) Er studierte Recht an der Universität Marburg nnd be- 
suchte von 1796 — 1798 die mathematischen Vorlesongen, welche 
an der Universität Professor J. K. F. Hanff hielt, der Ver&sser 
von mehreren Schiilten über die Parallelen. S. „Th. der P.", 
S. 243. 
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Sie enthält, im Gegenaatz zu dem was der Titel ver- 
muten läßt, keine Erörterung unabhängig vom V. Postulat, 
sondern eine Etörtemng, die auf dem Begriff des Par- 
aUelismus beruht. 

In der Fo%e entwickelte aber Schwelkart, nach- 
dem er in einen neuen Gedankenkreis gelangt war, eine 
Geometrie unabhängig von der Hypothese des Euklid. 
In Harburg übergab er Im Dezember 1818 an Geiling 
ein Blatt für GauB, das die folgenden Ankündigungen 
enthielt: 

[Notii.] 

,,£a gibt eine swiefoche Geometrie — eine Geometrie 
im eng^n Sinn — , die euklidische, and eine astra- 
lische GröBenlehie. 

,J)ie Dreiecke der letzteren haben das £igene> dafi 
die Summe der drei Winkel nicht zwei Rechten gleich ist 

„Dies vorausgesetzt, läßt es sich auf das strengste 
beweisen 

a) daß die Smmne der drei Winkel kleiner als 
Ewei Rechte sei; 

b) daö die Summe immer kleiner werde, je mehr 
Inhalt das Dreieck umfaßt; 

c) dafi die Höhe eines gleichschenkligen Dreiecks 



zwar immer zunimmt 




je mehr man die Schenkel 
verlängert, daß sie aber eine 
gewisse Linie, die ich die 
'Konstante' nenne, nicht 
äbersleigen könne. 

„Die Quadrate haben daher 
folgende Gestalt (Fig. 40}. 

„Ist diese Konstante für uns 
die halbe Erdachse (wonach 
jede im Welträume von einem 
Fixstern zum andern, die 90" 
voneinander entfernt sind, ge- 
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Eogene Linie eise Tangenle der Erdkugel sein würde), 
so ist sie in Beziebui:^ anf die, im täglichen Leben vor- 
kommmden, Räume unendlich groß. 

,J)ie euklidische Geometrie gilt nur unter der Vor- 
aussetzung, dafi die Konstante unendlich groß sei. Nur 
dann ist es wahr, dafi die drei Winkel eines jeden 
Dreiecks zwei Rechten gleich seien; auch läßt sich dieses,- 
sowie man sich den Satz, dafi die Konstante unendlich 
groß sei, geben läßt, leicht beweisen." ^) 

Die Astialgeometrie von Schweikart und die 
oichteuklidiscbe von Ganß entsprechen genau dem 
System von Saccheri und Lambert für die Hyp. d. 
spitzen W. Ja sogar der Inhalt der voransgeheDden 
Notiz leitet sich unmittelbar aus den Sätzen von Sac- 
cheri ab, die im „Conatuum" von Klügel berichtet sind, 
und ans dem Satz von Lambert über den Flächen- 
inhalt des Dreiecks. Und da Schweikart in seiner 
„Theorie" von 1807 die Werke dieser letzteren zwei 
Verfasser anführt, wird der direkte Einfluß von Lambert 
und (wenigstens) der indirekte von Saccheri auf die 
Untersuchungen von Schweikart^) bestätigt.*) 

Im März iSig antwortete Gaufi an Gerling in 
betreff der Astralgeometrie, lobt Schweikart und 
erklärt seine Zustimmang zu allem, was das ihm ge- 
schickte Blättdien enthält. Er fügt hinzu, dafi er die 
Astralgeometrie so weit ausgebildet hat, dafi er alle 
Aufgaben vollständig lösen kann, sobald die Konstante 
von Schweikart gegehea ist. Er schließt, indem er 
die obere Grenze des Flächeninhalts eines Dreiecks 
unter der Form*): 

1) Vgl. Bd.Vni der Werke von Ganß, S. 180— 181. 

3) Vgl. die obea S. 4Ö genannten „Cong-ttture" von Segie. 

3) Die in diesem AuEdmck vorlcammende Konstante C iit 
die Schweikart sehe Konstante, nicht die von Gaaß mit k be- 
zeichnete, mittels deren er die LSnge des Ki-eisumfangs ansdi^ckte. 



Die Astralgeometiie. Xanriniu. 



angibt. Schweikart veröffentlichte seine Unteisucbnngen 
nicht. 

Franz Adolf Ttiurinus £1794 — 1874]. 

§ 36. Schweikait hat, außer daß er sich persön- 
lich mit den Parallelen beschäftigte, noch [1820] seinen 
Neffen Taurinns veranlaßt, sich ihnen zu widmen; er 
lenkte seine Aufmerksamkeit auf die Astralgeometrie 
und auf das günstige Urteil von Gauß. 

Erst 1824 scheint sich Taurinus ernsthaft mit der 
Sache .beschäftigt zu haben, aber nicht mit den An- 
sichten des Onkels. £r war und blieb immer überzeugt 
von der Wahrheit des V. Postulats und nährte die 
Hoffnung, es beweisen zu können. Nachdem die ersten 
Versuche fehl geschlagen waren, nahm er die Bearbei- 
tung der Frage unter dem Einfloß von Schweikart 
und Gauß wieder auf. 1825 veröffentllchfc , er eine 
„Theorie der Parallellinien", die keine euklidischen 
Entwicktungen enthielt, sondern die Widerlegung der 
Hyp. d. stumpfen W. und Untersuchungen ähnlich 
denen von Saccheri und Lambert bei der Hyp. d. 
spitzen W, So fand er die Eonstante von Schwei- 
kart wieder, die er Parameter nannte, und, außer- 
stande sich den Raum als einen Begriff vorzustellen, der 
verschiedenartigen Bestimmungen unterliegt, schloß er, 
daß gleichzeitig all die Systeme gelten müßten, die den 
unendlich vielen Werten des Parameters entsprechen. 
Diese Auffassung der Bedeutung des Paramet^s ver- 

(Vgl. S, 76.) Die beiden Konstanten wnd durch die folgende Be- 
dehnng verbunden; 
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anlaßte Taurinua auch die Hyp. d, spitzen W. zu 
verwerfen, obwohl er die logische Verträglichkeit 
der aus ihr folgenden Sätze erkannte. 

Im folgenden Jahr veröffentlichte Taurinus seine 
„Geometriae prima eletnenia" (Köln 1826}, wo er wieder 
in besserer Form die Untersnchungen von 1825 ausein- 
andersetzte. Die Schrül schließt dann mit einem sehr 
wichtigen Anbang, wo der Verfasser zeigt, wie man 
wirklich ein geometrisches System [analytisch] konstruieren 
kann, das der Hyp. d. spitzen W. entspricht.'^) 

Zu diesem Zweck geht Taurinus von der Funda- 
mentalformel der sphärischen Trigonometrie aus: 

a 6 c . . b , c 

COS — — COS -- • COS — + sm — sin — ■ cos a, 

nnd vertauscht darin den reellen Radius k mit dem- 
imaglnären ik [wo 1' — y^ — i]. Die von Taurinus er- 
haltene Formel kann mit Hilfe von Anwendung der 
hyperbolischen Funktionen*) in folgender Form ge- 
schrieben werden: 

(i) Ck^— Ch~ Ch^ — Sh^Sh~(^o& a. 



i) Was den etwa auBgeöbten ZiufluS von Saccheii um 
Lambert auf Tauiinus betrifft, vgl. die auf S. 46 genaiuite: 
„CongettvT^^ von Segre. 

2) Zur Beqnemlichkdt (nr den Leser erinnern wir an dii 
analytische Definition nnd die Hanpteigenschaften der hyper 
bolischen Funktionen: 




jüvCoc^lc 



Logarithmiich-sphiriBclie IMeonometrie. gj 

Das Ist die Grandformel der logarithmiach-spbäri- 
Bcheo Geometrie von Taurinus. 

Man kann leicht beweisen, daß in der logarith- 
misch-sphäiischen Geometrie die Winkelsumme im 
Dreieck kleiner als 180" ist Nehmen wir der Ein- 
fachheit halber das gleichseitige Dreieck und setzen 
in (1) a = i'=c. Löst man dann noch cos a auf, so 
hat man: 



■ + "t 



r analytisclien Deänition ßMg sind, 






so lieht man Iricbt, daB die KreisCbnktioaen luid die h^erbollscbec 
durch die folgenden Begehungen Terknäpft sind; 









Dieae letzteren gestatten die Fundamentalformeln der Gonioineliie 
in die entsprechenden für die hyperbolischen Funktionen umzn- 
-wandeln. Es sind dies folgende : 

ICh*x — Sh*x — i 
Sh(i±y)-=ShxCAy'±Si^Chx 
Ch(,x±y)-^CAxC/i_y±ShxSh^. ■ ■ 

B an Ol >- Lieb mann, oichteaUid. Osometrie. 6 
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82 nL Die Begröader der nichtetiUidiicheii Geometrie, 
Aber: 

also 

Dieser Brach ist ofienbai gröfier als 1:2, wes- 
wegen a < 60" sein wird, also die WinkeUumme im 
Dreieck kleiner als 180*. 

Außerdem ist es angebracht zu beachten, daB 

lim cos a = -J-, 

das will sagen: die (keuze lur a, wenn a sich der Null 
nähert, ist 60**. Also nähert sich in der logarithmisch- 
sphäiiscben Geometrie die Winkelsumme i8o^ wenn 
die Seiten sich der Null nahem. 

Über die Formel (*} ist anch folgende Bemerkong 
zu machen: 

limes cos a ■- ^ 

oder: mit uneDdlich wachsendem A wächst a bis zn 60". 
Also: Nimmt man die Konstante i unendlich groß, so 
wird der Winkel des gleicbseitigeD Dreiecks 60°, wie in 
der gewöhnlichen Geometrie. 

Allgemeiner könnte man sehen, daß (i) für kw-co 
wird: 

a'— ä*+ c'-~ zbc ' cos a, 

das ist die Grandformel der Trigonometrie der eukli- 
dischen Ebene. Es ist nützlich, dies Ergebnis neben 
die Behauptungen von Gauß und Schweikart zu 
stelleQ. 
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§ 37. Die zweite Giundfonoel der sphärischen 
Trigonometrie: 

cos a = ~ cos ß ■ cos T + »in ß • Bin T coa -|- 

eiglbt bei einfacher Veitanschung des Kosinus mit dem 
hyperboÜBcbeD Kosinas die zweite Gnindformel dei 
log.-sphärischen Trigonometrie: 

(2) coB a — — coB ß ■ cos T + sin ß sin T CA—. 

Für a — o und f — 90" earh&lt man 

Das dieser Formel entsprechende Dreieck (Fig. 41) 
hat einen Winkel Null und die beiden ihn einschlieBen- 




den Seiten sind von unendlicher Läi^e und parallel 
[asj'mptotisch]. Der Winkel ß, der zwischen der einen 
parallelen Seite und der za CA senkrechten Seite ein- 
geschlossen ist, ist, wie ans (3) folgt, eine Funktion 
von a. Wir können ihn daher von jetzt an den Par- 
allelwinkel nennen, der zur Distanz a gehört [vgl. 
Lobatschefsky, S. 90]. 

Für ß = 45' wird die Strecke B C, deren Länge 
sich ans (3) berechnen läßt, die Konstante von Schwei- 
kart [vgl. S. 77]. Bezeichnen wir die Konstante mit P, 
so kommt 



Ci-, 



-r' 
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8a ni. Die BegTÖnder der niebtenUlcÜEchen Geometrie, 
und daiaiiB, wenn man nach P auflöst. 



i8(i+y5)' 

Diese Beziehung, welche die beiden Konstanten ver- 
bindet, wnrde von Taurlnus abgeleitet. Die Ronstante k 
ist genau dieselbe, die GauB brancht [\%1. S. 76], um 
den Kreisumfang anszudrücken. 

§ 38. Immer durch Umformung der Formeln der 
sphärischen Trigonometrie, indem er nämlich den reellen 
Radius in den imaginären verwandelte, leitete Tauiinus 
andere wichtige Lehrsätce der logarithmisch-sphäri- 
schen Geometrie ab, z. B. daß der Flächeninhalt eines 
Dreiecks seinem Defekt [Lambert, S. 48] proportional 
ist, daß die obere Grenze der fraglichen Fläche ist: 

daß der Umfang des Kreises vom Radius r ist: 

2ir*.SA^ [GauB, S. 76], 

daß der Flächeninhalt des Kreises g^eben ist durch 

.„i'(Ci^-,), 

daß Oberfläche und Raumiiüialt der Kugei gegeben sind 
dnrch 

und 

Wir wollen uns liier nicht bei den verschiedenen 
analTtiscben Entwicklungen aufhalten, weil das nichts zu 
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Ei^cbniMe von Tamiiini. ge 

i>«iteTer Erläuterung des Veifalu«ni beitragen würde. 
Wir wollen vielmehr nur bemerken, dafl die Resultate 
von Taurinus dieVennutang von Lambert über seine 
dritte Hypothese bestätigen [vgl. S. 52], inaofem als 
die Fonneln der log.-sphär. Geometrie, analjrtisch ge- 
deutet, die fundamentalen Beziehungen zwischen den 
Elementen eines Dreiecks ergeben, das auf einer Kugel 
von imaginärem Halbmesser gezeichnet ist*) 

Wir fUgen hinzu, daB Taurinus wie Lambert 
erkannte, dafi die sphätiscbe Geometrie genau dem bei 
der Hyp, d. stumpfen W. gültigen System entspricht; 
außerdem, daß die gewöhnliche Geometrie ein verbinden- 
des Glied zwischen der sphärischen und der logarith- 
misch-sphäiischen Geometrie bildet. 

In der Tat, wenn k stetig vom reellen in das rein 
imaginäre Gebiet durch das Unendliche äbe^eht, kommt 
man vom sphärischen System in das logarithmisch- 
sphärische durch das des Euklid hindurch. Obwohl 
Taurinus, wie schon gesagt, die Möglichkeit einer 
logarithmlach- sphärischen Geometrie auf der 
Ebene ausschloß, so verkannte er doch das theoretische 
Interesse nicht, das sie bieten kann, und indem er die 



l) Ober diesen Punkt ist zu bemeiken, daS Lambert gletch- 
zdtig mit seinen Uatersnchungen über die Parallelen sieb mit den 
trigonometri sehen Funktionen mit imaginärem Argument beschäftigle, 
deren Znsammenliaiig mit der nichtenklidisclieu Geometrie Tan- 
rjnns ins Licht gesetit hat Es könnte sein, daS Lambert er- 
kannt hat, daß die Formeln der sphärischen Geometrie eine reelle 
Form behalten, auch wenn man darin den reellen Radius in einen 
rein imaginären verwandelt. Damit hätte die Ahnnng von Lambert 
über die Hyp. d, spitzen W, [vgl. S. 38] dann einen festen 
Boden. Übrigens berechtigt nns nichts zu dem Glauben, daB 
Lambert in der Tat seine Untersucbungen aber die trigonometri- 
schen Funktionen wirklich mit der Farallelentheorie in Zasammen- 
hang gebracht haL — Vgl. Stäckel: „Bemerkungen zu Lam- 
berts Theorie der Parallellinien". Bibl. Math., S. 107— ItO 
[1899]. 
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An&neiksamkeit der Geometer auf seine Formeln lenkte, 
Bcheint er die Eziatenz eines konkreten F&Uea voraus- 
zusehen, wo sie eine Deutung finden.*) 

l) Die groBe Bedectimg von Schneikait und Xaurinas 
für die Eotdeckung der nlchteaklidischeu Geometrie Hürde auf- 
gedeckt und ins Licht gesetzt tod den Herren Stäckel und 
Engel, die in der „Th. der P." ilmett ein ganzes Kapitel widmen 
[S. 237—286] und die wichtigsten SteUen der Werke von Tau- 
rinns wiedergeben, sowie einige Briefe, die zwischen ihm, GbdD 
und Schweikart gewechselt worden. Mau vergldche noch den 
Artikel von Stäckel über „Franz Adolph Tanrinus", Ab- 
handlnngen inr Geschichte der Mathematik IX, S, 397—13? [1899]. 
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Viertes Kapitel. 

Die Begründer der nichteuklidischen 
Geometrie. 

[Fortsetzung.] 



Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefsldj [1793 — 1856].*) 
§ 39. Lobatschefakij studierte Matliematik an 
der Universität Kasan nnter dei Leitung des Deutschen 
J. M. C. Bartels [17Ö9 — 1S36], der ein Freund nnd 
Landsmann von GauS war; er promovierte 1813 und 
blieb an der Universität zuerst als Assistent, dann als 
Professor, wobei er dort alle Zweige der Mathematik 
und auch Physik und AstioDomie lehrte. 

1815 beschäftigte sich Lobatschefskij schon mit 
den Parallelen und in einem seiner Manuskripte zu den 
Voriesungen von 1815 — 1817 finden sich einige Ver- 
suche zum Beweis des V. Postulats und Untersuchungen 
ähnlich denen von Legendre. Aber erst nach 1823 
hat er die imaginäre Geometrie erdacht. Das geht 
aus einer geschriebenen Abhandlung von ihm über die 
elementare Geometrie hervor, wo gesagt wird, daB man 
keinen Beweis des V. Postulats besitzt, aber daß ein 
solcher Beweis nic^it unmöglich sein kann. 



i) Was historische und keltische Bemerknngeu über Lobat- 
schefskij betrifft, so verweisen wir ein für aUemal auf den Band 
von F. Engel: „N. J. Lobatschefskij, Zwei geometrische 
Abhandlungen aus dem Russischen übersetzt mit An- 
merkungen und mit einer Biographie des Verfassers". 
[Leipzig, Teubner, 1899.] 
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Zwiscfaeo 1823 und 1825 richteten sich Lobat- 
Bchefskljs Gedanken auf eine Geometrie, die unab- 
hängig von der Hypothese des Euklid ist, und die 
erste Frucht seiner neuen Studien ist die „Exposition 
succincte du prtncipti de la giomitrit tmec tote dhnonstratioti 
rigoureuse du thitn-hne des paralliUs" , die er am 12. [24.} 
Februar 1826 der physiko-mathematischen Abteilung der 
Universität vorlegte. In dieser „Vorlesung", deren 
Manuskript nicht aufgefunden wurde, setzt Lobat- 
scbefskij die Anfangsgründe einer Geometrie ausein- 
ander, die allgemeiner ist als die gewöhnliche, bei der 
ferner durch einen Punkt zwei Parallele zu einer Ge- 
raden geben und wo die Winkelsumme im Dreieck 
kleiner als zwei rechte Winkel ist [Hyp. d. spitzen W. 
von Saccherl nnd Lambert]. 

182g — 1830 gab er dann eine Abhandlung „Ober 
die Anfangsgründe der Geometrie" in Druck*), 
die den Hanptteil seiner vorhergehenden „Vorlesung" 
enthielt, und weitere Anwendungen der neuen Theorie 
auf die Analysis. Der Reihe nach kamen dann heraus 
die „Imaginäre Geometrie" [1835] *), die „neuen 
Anfangsgründe der Geometrie, mit einer voll- 
ständigen Theorie der Parallellinien" [1835— 
1838]*), die „Anwendungen der imaginären Geo- 



1) Kasaner Bote [1829— r83o]. — Geometrische Ab- 
hindlnngen von Lobatschefskij [Kaian 1S83— 1886], Bd. I, 
S. 1—67. — DentBche ObersetzoiiE von F. Engel, S. 1—66 des 
S. 87 genannten Werkes. 

2) Kasaner Gelehrte Schriften [I835}. — Geom. Abh., Bd. I, 
S. 7t — 130. — Dentache Überaetiong mit Anmeikimgen von H. 
Llebmann (Abh. i. Gesch. d. Math. XIX, Leipzig, Tenbner, 1904, 
S. 3~So-' 

3) Kasaner Gelehrte Schriften ['835 — 1838]. — Geom. 
Abb., Bd. J, S. 219— 486. — Deutsche Überietiong von F. Engel, 
S. 67—235 seines S. 87 genannten Werke». 
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metrifl aof einige Integrale" [1836]'), dann die 
„GionUtn'e imaginav-e" [i&3J1*) und 1840 das rasammen- 
fajuende Weikcben: „Geometrische Uotersachangen 
znr Theorie der ParallelliDien"^, das in dentsdm 
S[vache geschrieben ist und von Lobatschefakij be- 
stimmt war, die Aufinerksamkeit der Geometer auf seine 
Untersuchungen zu lenken. Endlich diktierte und vex- 
öffentlichte er 1855 In französischer und russischer 
Sprache, ein Jahr vor seinem Tod and bereits erblindet, 
eine vollständige Auseinandersetzung seines geometrischen 
Systems unter dem Titel: „Panglomitrie ou priets de gto~ 
mitrU fandU sur une tkiorie ginirale et rigoureuse dei 
paralüiet."^ 

§ 4rO. Die nlchtenklidische Geometrie, gerade wie 
sie von GauB und Schweikart um i8j6 herum er- 
dacht war, und wie sie von Taurinns unter der Form 
eines abstrakten Systems 1826 bearbeitet wurde, nahm 
nm 1829 — 1830 allmählich teil am wissenschaftUchen 
Gemeingut. 

1) Ksianer Gelehrte Schriften [1836]. — Qcom. Abh., 
Bd. I, S. 121— 3l8. ~ DenUche Üherietzung von H. Liebmann, 
S. S>— 13° ^'^ in Anm. 2 S. S8 genumten Buches. 

j) Ctelles Jonm»!, Bd. XVII, S. 395—320. — Geom. 
Abh. n, S. 581—613. 

3) Beriin [1840]. Nendrnck 1887. ~ Geom. Äbh. II, 
S. 553—578. — PruiÖdtche Übenetnmg von J. Honel, ent- 
bklten in den Uim. de Bordeaux IV [t866] und auch in den 
„Recherches giomJtriques Sur la thiorie des farailileS" [Paris, 
Hermann, 1900]. 

4) Sammlung gelehrter Abhandlungen, TerfaSt von Professoren 
der kaiaerlieben Univenitat Kaxac zur Eiinnenuig an ihr fnnfrig- 
jihrige« Bestehen, Bd. I, S. 279—340 [1856]. — Geom. Abh., 
Bd. n, S, 617—680. — Italienische Uberaetzung von G. Battag- 
lini im Gioroale di Mat., T, V, S. 273—336 [1867]. — Deutsche 
Übersetzung von H. Liebmann, Leipzig [902. (Sammlung von 
Klassikern der exakten WlBsenschaften Nr. 130.) — Fakslmite- 
Nendruck. Paris 1905. 



fbyCoOglc 



IV. Die Begründer der nicbteaklidiachen Geometrie. 



90 

Um möglichst kurz die von Lobatachefskij bei 
der Konstrakdoa det „Imaginären Geometrie" oder 
der „Pangeometrie" befolgte Methode anzudeuten, 
halten wir uns an seine „geometrischen Unter- 
suchnngenzurTheorie der Faiallellinien" von 1840. 
Lobatachefakij schickte darin eine Anzahl von 
Sätzen voraus, die von der Farallelentheorie unabhängig 
^ sind, und betrachtet dann auf 
der Ebene ein Büschel mit 
dem Stützpunkt A und eine 
Gerade BC, die nicht dazu 
gehört (Fig. 42). Es sei ÄD 
das dem Büschel angehörte 
B ^ ^ ^ Lot auf ^C und ÄE senk- 

recht auf ÄD. Diese Ge- 
rade ist beim euklidischen System die einzige, die BC 
nicht schneidet. Bei der Lobatschefskijschen Geo- 
metrie gibt es im Büschel A noch andere Gerade, 
welche BC nicht schneiden: die nichtschneiden- 
den sind von den schneidenden getrennt durch zwei 
Gerade k, k, die ihrerseits BC nicht treffen. (Vgl. Sac- 
cheri, S. 43.] 

Von diesen Geraden, die der Verfasser Parallele 
iiennt, hat jede einen bestimmten Sinn des Parallelis- 
mus: i in unserer Figur nach der rechten Seite, i nach 
der linken Seite. Der vom Lot AD mit einer der Par- 
allelen gebildete Winkel heißt der Parallelwinkel, 
der dem Abstand AD entspricht. Lobatschefskij ge- 
braucht das Symbol T\{a), um den zum Abstand a ge- 
hörigen Parallelwinkel zu bezeichnen. In der gewöhn- 
lichen Geometrie hat man beständig TT(a) — 90*; bei 
Lobatschefskij ist TT(ii) eine wohlbestimmte Funktion 
von a, die bis go" wächst, wenn a bis Null abnimmt, 
und die bis Null abnimmt, wenn a ins Unendliche 
wäctist. 
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Ans dei Definition der Parallelen leitet dann der 
Verfasser ihre HaQpteigenachaflen ab, d. h. die Er- 
haltung, die Gegenseitigkeit und die Tiansitivität 
des FaialleliamuB [vgl. Gaufi, S. 72] und das asym- 
ptotische Verhalten der Farallelen. Dem Beweis dieser 
Eigenschaften gehen die Lehrsätze aber die Winkel- 
stunme eines Dreiecks voraus, dieselben, die schon von 
Lambert und noch früher von Saccberi angegeben 
wurden. Es steht übrigens fest, daß Lobatschefskij 
die Untersuchungen von Lambert gekannt hat.^) 

Aber der wichtigste Teil der „Imaginären Geo- 
metrie" igt der Aufbau der trigonometrischen Formeln. 

Um sie abzuleiten, führte der Verfasser zwei neue 
Figuren ein: den Grenzkreis [Kreis von unendlichem 
Radius; vgl, GauB, S, 75] und die Gronzkugel 
[Kugel von unendlichem Radius], die in der gewöhn- 
lichen Geometrie die Gerade und die Ebene sind. Und 
da auf der Grenzkugel, der c»* Gienzkreise angehören, 
eine der gewöhnlichen ganz entsprechende Geometrie 
aufgebaut werden kann, wobei die Grenzkreise an Stelle 
der Geraden treten, 30 erhält Lobatschefskij dies als 
erstes wichtiges Ergebnis: Auf der Grenzkngel gilt 
die euklidische Geometrie [vgl. Wächter, S. 66] 
und im besondern die gewöhnliche ebene Tri- 
gonometrie. 

Dieser wichtigen Eigenschai^en und einer Eigenschaft 
der koaxialen Grenzkrelae [konzentrische Kreise von 
nnendlicb großem Radius] bedient sich Lobatschefskij, 
um die Formeln der neuen ebenen Tr^nometrie und 
der sphärischen Trigonometrie abzuleiten.*) Die letzteren 



i) VgL seine Kridk von Legendres Beweisversacben In 
den „Neaen Anfangsgründen" (S. fiS der Übersetzung von Engel). 

2) Es läßt sich zngen, daß die Formeln der nichCeuklidischen 
Tri|;onometrie in der Ebene allein, ohne Benützung der Grenz- 
kogel bewiesen werden können, wobei nur die Fonnel gebrancbt 
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fallen mit den gewdbnlichen Formeln für die Kngel zu- 
sammen, wobei übrig^tB die Elemente dea Cieiecka in 
Winkelmaß gemeSBen werden. 

§ 41. Es ist gut, sich die von Lobatschefskij 
seinen Formeln gegebene Gestalt zn merken. Bezeichnen 
wir im ebenen Dreieck ABC mit atc die Seiten, die 
ABC gegenüberliegen; mit TT(o), TT(J), Tf(c) die Parallel- 
winkel, die zu den Seiten geh&ren, so ist die Haupt- 
fonnel von Lobatschefskij: 

(4) CO. A CO, m ». nW + ■^'^y.)" ^ - . . 
Man kann leicht sehen, daß diese Formel nnd die 

von Taurinas [s. S. 81} ineinander überfährbar sind. 
Um von der Formel des Taurinus zu der des 
Lobatschefskij dbeizngehen, genügt es, von {3) S. 83 
Gebrauch zu machen, wobei man noch zn bemerken ha^ 
daß der darin vorkommende Winkel ß gleich TT(a) ist. 
För den umgekehrten Übergang dient auch die folgende 
von Lobatschefskij g^ebene Beziehung: 

(5) omgjnw-»-, 

die mit (3) von Taurinus übereinstimmt, nur von etwas 

anderer Gestalt ist 

Die Eonstante a, die in (5) auftritt, ist unbestimmt: 
sie stellt das konstante Verhältnis 
von zwei koaxialen Greozkreis- 
bogen dar, die zwischen den- 
selben Radien liegen und deren 
Abstand gleich der Mafiein- 
heit ist (Fig. 43). 

Wählt man mit Lobat- 
schefskij eine passende Ein- 

wird , welche die Beäehtmg zwischen zwei von demclben Achsen 
eingeschlossenen Grenzkreisbogen (s. S. 92) angibt — S. Lieb- 
mann, Elenieatare Ableitung der nichteuklidischen Trigonometrie. 
Berichte der K. S. G. d. W., Math.-Phys. Klaase, Leipzig 1907. 
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heit, SO kam) man a gleich e annehmeD, d. h. gleich der 
Basia der natürlichen Logarithmen. Will raan dagegrai 
die ErgebniBBe von Lobatschefsklj der log.-aphiri- 
Hcben Geometrie von Taurinus oder der nicht- 
euklidiachen von GauB anpassen, so setze man: 

Dann wird die I^ormel (5) 

(5') tg inw _ r\ 

oder was dasselbe ist 

Durch diese Beziehung verwandelt sich die Formel 
(4) von Lobatschefskij unmittelbar in (l) von Tau- 
rinus. Also: 

Die logarithmisch-sphärische Geometrie von 
Taurinns ist identisch mit der imaginären Geo- 
metrie (Fange ometrie) von Lobatschefskij. 

§ 42. Folgende Ergebnisse sind die wichtigst«!, 
die Lobatschefskij ans seinen Formeln ableitet: 

a) Für Dreiecke mit sehr kleinen [nnendlich kleinen] 
Seiten kann man an Stelle der Formeln der imagi- 
nären Trigonometrie wenigstens bis auf unendlich 
kleine Größen höherer Ordnung die gewöhnlichen tri- 
gonometrischen Formeln setzen.') 



I) ümgekebTt kann die Annafame der Gfiltiskeit der 
euklidischen Geometrie im UnendlichkleiiieD als Aas- 
puigspankt fBr die Ableitnng der nicliteaUidlscheii Geometrie be- 
nätit werden, nnd es ist «ne der interessantesteu Entdeckmigen 
bei der ementen Durcharbeitung des GauBschen Nachlaases, daJl 
schon der Princeps malhcmaticorum diesen Weg beschritten liat. 
(V(^. GanO' WeAe vm, p. 255—264.) — Auf diesem Prinzip 
irt das Werk ron Flye St, Marie (Thtorie aaalytique sur la 
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b) Die Vertauscbang der Seiten a, b, c mit lein 
imagiDären Seiten ia, ib, ie verwandelt die Formeln der 
imaginäien Trigonometrie in die Formeln der 
sphärischen Trigonometrie. ^) 

c) Führt man aaf der Ebene oder im Raum ein 
Koordinatensystem älinlich dem gewöhnhchen karte- 
sianischen, so kann man mit den Methoden der analy- 
tischen Geometrie die Längen von Kurven, die Inhalte 
von Rächen, den Rauminhalt von Körpern berechnen. 

§ 43. Wie mag wohl Lobatschefskij veranlaßt 
worden sein, sich mit den Parallelen zu beschäftigen 
und die imaginäre Geometrie zu entdecken? 

Es wurde gesagt, daß Bartels, der Lehrer von 
Lobatschefskij in Kasan mit Gauß durch Freund- 
schaR verbunden war [S. 87]: nimmt man jetzt hinzu, 
daß er mit Gauß in Braunschweig die betd^i Jahre zu- 
brachte, die seinem Ruf nach Kasan [1807] voraus- 
gingen, und daß er dann mit Gauß in Briefwechsel 
stand, 80 eigibt sich von selbst die Vermutung, daß sie 
den Untersuchungen von Lobatschefskij nicht fem 
standen. 

Wir sahen schon, daß GauB vor 1807 versucht 
hatte, die Frage der Parallelen zm lösen, und daß seine 
Anstrengungen bis zu dieser Zeit nur die Hofinung ge- 
zeitigt hatten, die Klippen überwinden zu können, gegen 

thtoTit des paralliles. Fuis 1S71) und das von Killing (Die 
nictitenkUdiai^eii Ranmfonnen in mmljtlsclier Bebandlnng. Ldpzig 
1885) angebaut. Aacli M. Simon hat, indem er bqAei einigen 
wenigen Gtriindbegrifren dei nicbtenklidischen Geometrie dieses 
Prinzip anwendete, die trigonometrischen Formeln auf sehr kurzem 
Wege abgeleitet. (M. Simon, die Trigonometrie in der absoluten 
Geometrie. Journal f. d. leine nnd angewandte Mathematik 109 
11892), S. 187—198.) 

1) Dies Ergebnis rechtfertigt die von Tantinns beim Anf- 
baa der log.-sphär. Geometrie befolgte Methode. 
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die ihn seine Untersnchnngen getrieben hatten. Alao 
alles, was Bartels von GauB vor 1807 gelernt haben 
könnte, würde nur auf ein n^adves Ergebnis zorfick- 
kommen. Was die späteren Ansichten von GanB be- 
tiiffi, so scheint anagemacht, daß Bartels davon keine 
Nachricht hatte, so daB wir daran festhalten können, 
daß Lobatschefskij seine Geometrie nnabbäogig von 
irgend welchem GauBschen Einfluß geschafiea hat,^) 
Andere Einflüsse kann man annehmen, z. B. anßei 
Legendie die den Werken von Saccheri und Lambert 
entstammenden, die der russiscbe Geometer vielleicht 
direkt oder durch Vennittlnng von Klflgel und Mon- 
tncla m^licherweise gekannt hat. Aber man kann 
über diese Yeimutong nichts Bestimmtes aussprechen.^ 
Auf jeden Fall veranlaßten entweder die verfehlten Be- 
weise seiner Vo^äuger oder die Nutzlosigkeit seiner 
ersten Untersuchungen [1815 — 1817] Lobatschefskij, 
wie schon Gauß, zu bedenken, ob die zu überwindende 
Schwierigkeit einen andern Grund hätte als bis dahin 
vermutet. Lobatschefskij spricht diesen Gedanken 
klar aus in den „Neuen Anfangsgründen der Geo- 
metrie" von 1835, wo er sagt: 

„Die Vergeblichkeit der Anstrengungen, die seit 
Euklids Zeiten während des Verlaufs zweier Jahr- 
tausende gemacht worden sind, erweckte in mir den 
Verdacht, in den Begrifien selbst möchte noch nicht die 
Wahrheit liegen, die man hat beweisen wollen, und zu 
deren Betätigung wie bei andern Naturgesetzen, nur 
Versuche dienen können, so z. B. astronomische Beob- 
achtui^en. Als ich mich schließlich von der Richtigkeit 
meiner Vennutung fiberzeugt hatte und der Meinung war, 

I) Vgl Engel in dem auf S. 87 düerten Werk: Zweiter 
Teil: „Lobattchefikijs Leben nnd Schiiften«, Ksp. VI, 

s. 343—383. 

a) Vgl. die anf S. 43 angeiöbtte „CongtUure" von Segre. 
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die schwierige Frage vollständig erledigt zu haben, schrieb 
ich im Jahre 1 8z6 darüber eine Abhandlung" [,,£xposi/ion 
succintte des prmcipes de la Giomlirie"'\?-) 

Die Worte von Lobatschefakij lehren dendich 
einen Raumbegiiff, der dem Kantischen entgegei^esetzt 
ist, welcher sich damals der gröQten Gunst erbeute. 
Die Kantische Lehre betrachtet den Raum als tine 
subjektive Anschauungsform , die notwendig aller Er- 
fahrang vorangeht; die von Lobatschefakij, die sich 
viel dier an den Sensualismus und an den gangbaren 
Empirismus anschließt, läßt die Geometrie in den Kreis 
der Erfahiungawissenschaften Eurflcktreten.') 

§ 44. Es muß noch die Beziehung der Pan- 
geometrie von Lobatschefskij und der aufgeworfenen 
Frage des euklidischen Postulats gegeben werden. 
Diese Frage zielt, wie wir sahen, darauf, die Theorie 
der Parallelen mit Hilfe der 28 ersten Sätze von Enklid 
abzuleiten. 

Was diese Frage betrifft, so definiert Lobat- 
schefskij den Faralleliamus und weist ihm die charak- 
teristischen Eigenschaften der Reziprozität und Transi- 
tivität zu. Die Eigenschaft des unveränderlichen Ab- 
stände zeigt sich dann Lobatschefskij in ihrem wahren 
Wesen. Weit davon entfernt, unlösbar mit den ersten 
28 euklidischen Sätzen verbunden zu sein, schließt sie 
vielmehr ein neues Element ein. 

Die Wahrheit dieser Behauptung folgt unmittelbar 
aus der Existenz der Pangeometrie [einer logischen 
deduktiven Wissenschaft, die sich auf den genannten 
ersten 28 Sätzen aufbaut und auf der Ablehnung des 

1) S. 67 des genaimten Wericei von Engel. 

2) VgL die Rede von Waiiiljef aber Lobatschefakij 
[Kasan 1893]. — Deatscbe Übersetzung von Engel, Zutschr. t. 
Math. ■a. Phys. XI, S. 205—144 [1895]. 
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V. PoBtuUta] bei der die Paiallelen nicht gleichen 
Abstand haben, sondern asymptotisch sind. Daß 
ferner die Pangeometrie eine logisch folgerichtige 
Wissenschaft ist, d. h. irel von inneren WidCT^rfichen, 
das erklärt sich nach Lobatschefskij durch Verweis 
auf die analytische Formulierung, deren sie ^ig ist 

Lobatschefskij drückt sich am Schluß seines 
Werkes darüber so aus: 

„Nachdem wir im vorbeigehenden gezeigt haben, 
auf welche Weise man die Länge der gekrümmten 
Linien, den Flächeninhalt der Oberflächen und den 
Rauminhalt der Körper berechnen kann, dürfen wir be- 
haupten, daß die Pangeometrie eine abgeschlossene 
geometrische Lehre ist. Ein einziger Blick auf die Glei- 
chungen, welche die zwischen den Seiten und den 
Winkeln geradliniger Dreiecke bestehende Abhängigkeit 
ausdrücken, genügt, um zu beweisen, daß die Pangeo- 
metrie von hier an eine analytische Methode wird, welche 
die analytischen Methoden der gewöhnlichen Geometrie 
ersetzt und erweitert. Man könnte die Auseinander- 
setzung der Pangeometrie anch mit diesen Gleichungen 
beginnen und auch versuchen, an Stelle dieser Glei- 
chungen andere zu setzen, welche die Abhäng^keit 
zwischen den Seiten und den Winkeln jedes gerad- 
linigen Dreiecks ausdrücken würden; aber in diesem 
letzteren Falle müßte man beweisen, daß diese neuen 
Gleichungen mit den Grundbegriffen der Geometrie über- 
einstimmen. Die Grundgleichungen also, die aus diesen 
Grundbegriffen abgeleitet sind, stehen notwendig in Ein- 
klang mit ihnen, und alle Gleichungen, die man an ihre 
Stelle setzen wollte, müssen, wenn sie keine Folgen der 
Grundgleichungen sind, auf Ergebnisse fuhren, die diesen 
Grundbegriffen widersprechen. Unsere Gleichungen sind 
also die Grundlage der allgemeinsten Geometrie, weil 
sie nicht von der Voraussetzung abhängen, daß die 
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Stimme der Winkel in jedem geiadlinigen Dreieck zwei 
lecfaten Winkeln gleich ist." ^) 

§ 4kft. Um etwas Bestimmtes auszusagen über die 
Konstante k, die versteckt in den Fonneln von Lobat- 
Bchefskij imd ausdrücklich in den 
Foimeln von Tanrinns vorkommt, moB 
man die neue Trigonometrie auf einen 
wirklichen Fall anwenden. Zu dem 
Zweck benutzt Lobatschefskij ein 
rechtwinkliges Dreieck ASC, wo die 
Seite BC^a der Erdbahnhalbmesser 
ist und A ein Fixstern senkrecht zur 
Richtung BC. (Vgl. Fig. 44.) Wir be- 
zeichnen mit 2p die größte Parallaxe 
des Sterns A. Dann kommt 




Fi». ,4. 



W{a) > ^ ^C5 _ I - zp. 



tanginW>Ung(-^-/)-4^ 



tg ^-n{n) - 



[vgl. S. 92, 5], 



, i+tang/ 



Wir haben dann bei der Annahme p<.~ 



i+tMie^ ^ 



1) VgL die „Pangeometrie" in der deutschen Obersetinng 
von Liebmsnn, S. 75. (VgL die Übenetznng von Battaglini, 
Giom. di Mat, T. V, p. 334.) 
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Überdies weil 

tg 2/ - 7^7 = Mt«/ + tgV + tg*/ + ■ ■ ■). 

so wild endlich 



Nimmt man mit Lobatacbefakij för zp die Paral- 
laxe des Sirius, die i",24 beträgt, und föhrt man die 
Rechnung ans, so kommt: 

— < 0,000006012. 

Dies Ergebnis gestattet uns nicht einen Wert für k 
anzugeben, aber uns za vergewissem, daß er sehr groß 
ist im Vergleich mit dem Erddurchmesser. Man könnte 
die Rechnung mit viel kleineren Parallaxen wiederholen, 
z. B. mit o",i, wobei man ji gröfier als das Millionfacbe 
des Erdbahnhalbmessers findet 

Damit im wirklichen Raum die euklidische Geometrie 
und folglich das V. Postulat gilt, mußte k unendlich 
groß sein, oder, was dasselbe ist, müßte es Sterne geben 
mit beliebig kleiner Parallaxe. 

Man begreift nun, daß auf die letzte Frage keine 
Antwort g^^ben werden kann, insofern als die astro- 
notniscben Beobachtungen immer begrenzt sind. Jeden- 
falls müssen wir, da die enorme Größe von k gegen die 
direkt meßbaren Größen feststeht, mit LobatscbefskiJ 
im Felde der Erfahrung die Gültigkeit der euklidischen 
Hypothese annehmen. 

Zum selben Schluß könnten wir gelangen, wenn 
wir die Sache von der Winkelsumme im Dreieck her 
betrachten. Die astronomischen Beobachtungen zeigen, 
daß der Defekt eines Dreiecks, dessen Seiten nahezu 
dem Abstand der Erde von > der Sonne gleich sind, 
nicht über o",ooo3 hinausgehen kann. Betrachteten vir 
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jetzt an Stelle eines aatroDomischen Dreiecks ein irdisches, 
mit Winkeln, die der Messung direkt zugänglich sind, 
so würde, kraft des Grundsatzes von der Proportionalität 
zwischen Flächeninhalt und Defekt, der mögliche Defekt 
des genannten Dreiecks notwendig in die Grenzen der 
Beobachtungafehler fallen, so daß man für die Beobach- 
tung festhallen kann, daß der fragliche Defekt Null ist 
und folglich im Felde der Erfahrung das euklidische 
Postulat gilt*) 



Johann Bolyai [1802 — 1860]. 

§ 4ß. Mit Lobatschefskij teih den Ruhm der 
Entdeckung der nichtenklidischen Geometrie der 
Ungar J. Bolyai, der Sohn von Wolfgang Bolyai 
[vgl. S. 63] und OfGziei in der österreichischen Armee. 
Von sehr früher Jugend zeigte er eine wunderbare An- 
lage fiör Mathematik, in der ihn sein Vater selbst unter- 
wies. Die Stunden bei Wolfgang lenkten bald die 
Aufmerksamkeit Johanna auf das XL Axiom, zu dessen 
Beweis er sich dann anschickte, den Rat des Vaters 
verachtend, der darauf zielte, ihn von diesem Unter- 
nehmen abzulenken. Die Paratlelentheorie bildete so 
die Liehlingabeschäfiigung des jungen Mathematikers 
während seines Aufenthalts [1817 — 22] an der kaiser- 
lichen Ingenieur- Akademie in Wien. 

Damals stand Johann in freundschaftlicher Be- 
Ziehung zu Karl Szisz [1798 — 1853] und in den Ge- 
sprächen der beiden tüchtigen Studenten keimten einige 



l) Zum Inhalt dieses Paragraphen vgl. Lobatschefskij: 
„Ober die Anfangsgründe der Geometrie", s. S. 22— 14 
des auf S. S7 genannten Werbes von Engel. Mul sehe auch die 
Bemeckongen von Engel anf S. a46-~S3 deBselbea Werkes. 
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der Gedanlieii, die Bolyai dazu fühlten, die „absolute 
RanrnwisBenschaft" lu Bchaffen. 

Es scheint, als ob man Ssäsz den bestimmten Ge- 
danken verdankt, die zu AM durch B gelegte Parallele 
als Gieozlage einer Sekante BC zn 
betrachten, die in bestimmtem Sinn 
sich nm B dieht, d. h. BC als 
Parallele zu AM im betrachten, wenn 
^Cnach einem Ausdruck von Szisz 
von AM abspringt. Bolyai be- 
nannte diese Parallele mit dem 
Namen asymptotische Parallele 
oder Asymptote [vgl Saccheri]. 
In den Gesprächen der beiden 
Freunde trat auch der Begii£F der 
von einer Geraden äquidistan- 
ten Linie anf; femer der hoch- 
wichtige des Parazykl's [Orizykl 
bei Lobatschefskij] und man erkannte, daß der Be- 
weis des XI. Axioms erbalten würde, wenn man be- 
weisen könnte, daß der Parazykl eine Gerade ist. 

Nachdem Szäsz Anfang iSzi Wien verlassen hatte, 
nm die Lehrkanzel für Recht am Kollegium zu Nagy- 
Enyed [Ungarn] zu übernehmen, blieb Johann allein 
bei der weiteren Fortführung seiner Betrachtungen. Bis 
1820 war er von dem Gedanken beherrscht, einen Be- 
weis von Axiom XI zu finden, indem er einen ähnlichen 
W^ wie Saccheri und Lambert befolgte. Er glaubte 
sc^ai sein Ziel erreicht zu haben, wie aus dem Brief- 
wechsel mit seinem Vater hervorgeht. 

Die Erkenntnis der begangenen Irrtümer war für 
Johann der entscheidende Schritt zu den zukünftigen 
Entdeckungen, weil er zugab, „daß man der Natui keinen 
Zwang antun soll, die Natur nach keinen blind gebildeten 
Hirngespinsten modeln, sondern vernünftiger und natär- 
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licher Weise ebea die Wahrheit oder Natur aelbst sehen 
wollen muß, und daß man zu&iedeu sein müsse mit der 
bestmöglichen DarstelluDg". 

Damals nahm sich Johann Bolyai vor, eine ab- 
solute Theorie des Raumes zu konstruieren, wobei er 
die klassische Methode der Griechen befolgte, nämlich 
die deduktive Methode anwendete, ohne aber von void- 
herein über Gültigkeit oder Ungültigkeit des V. Postulats 
zn entscheiden. 

g 47. Erst 1823 drang Solyai in das wahre 
Wesen seiner Aufgabe ein: in der Folge fügt er nur 
stoffliche und foimale Ergänzungen dazu. In jener Zeit 
hatte er die Formel entdeckt 

welche den Parallelwinkel TT(ii) mit der zugehörigMi 
Strecke verknüpft [vgl. Lobatschefskij, S. 92), eine 
Beziehung, die der Schlüssel der ganzen nicbteuklidischen 
Trigonometrie ist. Um die Entdeckungen von Johann 
in jener Zeit zu beleuchten, geben wir eine Stelle des 
Briefs wieder, den ex aus Temesvar am 3. November 1823 
an seinen Vater schrieb: „Mein Entschlufi steht fest, ein 
Werk über die Parallelen herauszugeben, sobald ich den 
StofT geordnet habe und es die Unutände erlauben ; 
gegenwärtig habe ich es noch nicht, aber der Weg, den 
ich verfolgt habe, hat beinahe sicher das Erreichen des 
Zieles versprochen; ich habe das Ziel noch nicht, aber 
ich habe so großartige Sachen hervorgebracht, dafi ich 
selbst verblüfit war, und daß es ewig schade wäre, wenn 
sie verloren gingen. Wenn Sie es sehen werden, werden 
Sie es auch erkennen; jetzt kann ich nnr so viel sagen: 
daß ich aus Nichts eine neue Welt geschaffen 
habe. Alles was ich früher geschickt habe, ist ein 
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Kartenhaus im Vergleich za dem Tunne. Ich bin fiber- 
zengt, daß es mir nicht minder zur Ehre gereichen wird, 
als ob ich es schon entdeckt hätte." 

Wolfgang äußerte den Wunsch, die Theorie seines 
Sohnes in das Tentamen aufzunehmen, weil „wenn es 
wirUich gelungen ist, mit der öffentlichen Bekanntmachung 
sich ans einem zwiefachen Grunde zu beeilen sei, erstens 
weil die Ideen leicht in einen anderen übergeben, der 
es sodann eher herausgibt, zweitens liegt auch darin 
einige Wahrheit, dafi manche Dinge gleichsam eine 
Epoche haben, wo sie dann an mehreren Orten anf- 
gefunden werden ; gleichwie im Frühjahr die Veilchen 
mefarwärts ans Licht hervorkommen und, da alles wissen- 
schaftliche Streben nur ein grofiei Krieg ist, worauf ich 
nicht weiß, wann der Friede folgen wird, so mnß man, 
wenn man es vermag, siegen; indem hier dem ersten 
der Vorrang zukommt." 

Wolfgang Bolyai vermutete nicht entfernt, daß 
seine Afanung einer wirklichen Tatsache entsprach, 
d. h. der gleichzeitigen Entdeckung der nichteuklidischen 
Geometrie durch die Arbeit von Gauß, Taurinus und 
Lobatschefskij. 

, 1826 teilte Johann seine Arbeit seinem ehemaligen 
Lehrer an der Kriegsakademie J. Walter von Eckwehr 
[178g — 1857] mit, der 1829 das Manuskript dem Vater 
zurücksandte. Wolfgang war nicht sehr zufriedenge- 
stellt, besonders weil er nicht einsehen konnte, wie über- 
haupt in den Formeln Johanns eine unbestimmte Kon- 
stante auftreten könnte. Nichtsdestoweniger verständigten 
sich Vater und Sohn, im Anhang zum ersten Bande 
des „Tentamen" die neue Ranmtheorie zu veröffent- 
lichen. 

Der Titel des Werks von Johann Bolyai lautet: 
„Appendix seünüam spatü abselule veram exhibens; a vtri- 
laie aul/aisilate Axiomaiis XI. Euclidtx, a priori haud tmquam 
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dtciäenda , iitdependmUm : aditcta ad casum falsiialis quadrar- 
iura dreuli geomt^ca."^) 

Der Anhang wurde ein erstes Mal [Juni 1831] an 
Gaufi geschickt ohne seine Adresse zu erreichen, und 
ein zweites Mal im Januar 1832. Sieben Wochen da- 
auf [am 6. März 1832] antwortete Gauß so an Wolf- 
gang: 

„Wenn ich damit anfange, daß ich solche [die 
Arbeit Johanns] nicht loben darf: so wirst Du gewiß 
einen Augenblick stutzen: aber ich kann nicht anders; 
sie loben hieße mich selbst loben: denn der ganze In- 
halt der Schrift, der Weg, den Dein Sohn eingeschlagen 
hat, und die Resultate, zu deaien er geführt ist, kommen 
fast dnrcbgehNids mit meinen eigenen, zum Teile schon 
seit 30 — 35 Jahren angestellten Meditationen überein. 
In der Tat bin ich dadurch auf das Äußerste über- 
rascht. 

Mein Vorsatz war, von meiner eigenen Arbeit, von 
der übrigens bis jetzt wenig zu Papier gebracht ist, bei 
meinen Lebzeiten gar nichts bekannt werden zu lassen. 
Die meisten Menschen haben gai nicht den rechten 
Sinn für das, worauf es dabei ankommt, und ich habe 
nur wenige Menschen gefunden, die das, was ich ihnen 
mitteilte, mit besonderem Interesse aufnahmen. Um das 
zu können, muß man erst recht lebendig gefühlt haben, 
was eigentlich fehlt, und darübw sind die meisten 
Menschen ganz unklar. Dag^en w^' meine Absicht, mit 
der Zeit alles so zu Papier zu bringen, daß es wenigstens 
mit mir dereinst nicht unterginge. 

Sehr bin ich also überrascht, daß diese Bemühung 

i) Wieder gedruckt in der LuiDsansgabe im Auftrag der <m- 
guisclien Akademie der Wissenschaften, bei Gelegenheit der ersten 
Jahrlinndertfeier des Verfassers [Budapest, 1902]. — Siehe die 
italieDiscbe Übereetzong von G. Battaglini in Bd. VI des Gionua« 
di Matematica, S. 97— 115 [1868]. 
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mir nun eispart werden kann, und böchsterfrenlich iat 
es mir, daß gerade der Sobn meines alten Frenndes es 
ist, der mir auf eine so merkwürdige Art zuvor ge- 
kommen ist" 

Wolfgang teilte diesen Brief seinem Sohne mit 
und fügte hinzu: „Gaußeus Antwort hinsichtlich Deines 
Werkes ist sehr schön und gereicht unserem Vaterlande 
und unserer Nation zui Elire." 

Eine ganz andere Wirkung hatte der Brief von 
Gauß auf Johann. £r wollte und konnte sich nicht 
überzeugen, daß andere, vor und unabhängig von ihm, 
zu der nichteuklidiscben Geometrie gelangt seien. 
£r hat sogar den Verdacht, dafi sein Vater Gauß seine 
Entdeckungen mitgeteilt hat, bevor er ihm den „Appen- 
dix" schickte, und daB Gauß sich die Priorität der 
Entdeckung anmaßen wollte. Und obwohl er in der 
Folge sich überzeugen mußte, daß dieser Verdacht un- 
begründet war, so bewahrte Johann gegen den „summus 
geometra" eine ungerechtfertigte Abneigung.^) 

% 48. Wir geben hier ein Verzeichnis der wich- 
tigsten Resultate, die in dem Werk von Johann Bolyai 
enthalten sind: 

a) DeGnition der Parallelen und ihre Eigenschaften 
unabhängig vom Euklidischen Postulat. 

b) Kreis und Kugel von unendlich großem Radios. 
Die Geometrie auf der Kugel von unendlich großem 
Radius ist identisch mit der gewöhnlichen ebenen Geo- 
metrie. 

1) För den Inhalt des vorhergehenden ParagrBpheii vgl, 
Stäckel: „Die Entdeckung der nichtenklidischen Geo- 
metrie darch Johann Boljai", Math. u. Natnrw. Berichte ans 
Ungarn, t. XVn [1901]: Stäckel und Engel: „Ganfl, die 
beiden Bolyai und die nichteaklidische Geometrie", 
M«lh. Ann. 40, S. 149—167 [1897]; Bnll. Sc. Math, (s), t. XXI, 
S, 306 — 228 [1897], 
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c) Die aphärische Trigonometrie ist anabbängig vom 
Postnlat des Euklid. 

d) Ebene Trigonometrie im nicbteuldidiscben Fall. 
Anwendung auf die Berechnung von Flächen- und 
Rauminhalt. 

e) Elementar lösbare Probleme. Konstruktion eines 
Quadrats von gleichem Flächeninhalt wie der Kreis bei 
der Hypothese der Ungültigkeit des V. Postulats. 

Während Lobatschefskij der imaginären Geo- 
metrie, besonders ihrem analytischen Inhalt größere 
Entwicklungen gewidmet hat, hat Bolyai die Frage der 
Abhängigkeit oder Nichtabhängigkeit der geometrischen 
Sätze vom euklidischen Postulat gründlicher behandelt. 
Während Lobatachefskij hauptsächlich darauf zielt, 
ein geometrisches System auf der Ablehnung des frag- 
lichen Postulats aufzubauen, läBt Johanu Bolyai die 
Sätze und Konstruktionen ins Licht treten, die in der 
gewöhnlichen Geometrie nicht von diesem Postulat ab- 
hängen. 

Solche Sätse, die er absolut wahr nennt, gehören 
der absoluten Wissenschaft vom Raum aiL Man 
könnte die Sätze dieser Wissenschaft auffinden. Indem 
man die Geometrie von Euklid und die von Lobat- 
achefskij gegenüberstellt. Alles was die beiden Geo- 
metrien gemein haben, z. B. die Fonneln der sphärischen 
Trigonometrie, gehört der absoluten Geometrie an. 
Johann Bolyai folgt übrigens nicht diesem W^, er 
beweist direkt, d. h. unabhängig vom euklidischen Postu- 
lat seine absolut wahren Sätze. 

% 40. Ein absoluter Satz von Bolyai, der von 
wunderbarer Einfachheit und Eleganz ist, ist der folgende: 
In einem geradlinigen Dreieck verhalten sich 
die Kreise, deren Radien den Seiten gleich sind, 
zueinander wie die Sinns der den Seiten gegen- 
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nberliegenden WjnkeL Sei (Fig. 4.6) ABC ein bei C 
rechtwinkliges Dreieck und BB' daa Lot in B aaf der 
Ebene des Dreiecks. Durch die Ecken A, C ziehen wir die 
Geraden AA' und CC, die in bestimmtem Sinn parallel 
Bu BB' sind, sodann denke man sich durch A die 
Gruizkugel [eventuell die Ebene] beschrieben, die die 




fi(. 46. 

Geraden AA', BB', CC biw. in den Punkten A, M 
und N Bcbn^det. Bezeichnen wir mit a, h', c die Seiten 
des rechtwinkligen Gienzkugeldreiecks ÄMN, so ist kraft 
des oben Gesagten [z. B. § 48. b)]: 

^a.^AMN=b':e'. 

Aber auf der Oenzkugel verbalten sich zwei Grenz- 
kreisbogen wie die Kreise, die zu [grenzkreisfoTmigen] 
Radien diese Bogen haben, so daß, wenn man mit 
Kreis x den Um&ng des Kreises vom Radius x' anf 
der Grenzfläche bezeichnet, man schreiben kann: 

sin -^ AMN— Kreis *': Kreis c . 

Andrerseits kann ein auf der Grenzkugel gelegener 
Kreis vom Grenzbogenradlus x' als gewöhnlicher Kreis 
betrachtet werden, dessen geradliniger Radius x die 
Hälfte der Sehne des Grenzbogens 2x' ist Bezeichnet 
man also mit O^ den Umfang des Kreises vom gerad- 
linigen Radius x und beachtet man, daß die beiden 
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Winkel ^ABC, -^ ^J^JV gleich sind, so nimmt die 
vorhergehende Beziehung die Form an : 

aai.^ABC^Ob:Oc. 

Aus der in dieser Gleichung ausgesprochenen 
Eigenschaft des rechtwinkligen Dreiecks ABC kann man 

den ausgesprochenen Lehrsatz von Bolyai ableiten, in 
genau derselben Weise, wie aus der euklidischen Be- 
ziehung: 

sin ^ AB C = b \ c 

die Proportionalität zwischen den Seiten eines Dreiecks 
und den Sinus der gegenüberh^enden Winkel [Appen- 
dix § 25]. 

Der Lehrsatz von Bolyai drückt sich kurz so aus: 
(i) Oa : Oi : Qc — sin a : sin ß : sin t- 

Wollen wir das geometrische System spezialisieren, 
so hätten wir 

1. im Falle der euklidischen Hypothese 

0^= 2 71^ 

und in (i) einsetzend 

(1') u : i : c = sin a : sin ß : sin T- 

2. im Falle der nichteuklidiachen Hypothese [vgL§ 54] 

0:t - lliO*- r*) - 27t*i-A y 

und wie oben verfahrend 

(i") Sh^-.Sk^: Sh-^ - sin a : sin ß : sin t- 

Diese letzte Beziehung kann als der Sinussatz der 
Lobatschefskij-Bolyaischen Geometrie bezeichnet 
werden. 
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Ans den Foimetn (i) leitet Bolyai duich ähnliches 
Ver&hren, wie das gewöhnliche auf (i*) berohende, die 
Proportionalität switcheo den Sinus der Winkel 
nod den Sinus der Seiten eines sphärischen Drei- 
ecks ab. Hieraus ergibt sich die Unabhängigkeit der 
sphäiischeo Trigonometrie vom euklidischen Postulat 
[Appendix § 26]. Diese Tatsache macht die Wichtig- 
keit des Bol^aischen Lehrsatzes noch deutlicher. 

§ ftO. Nur der absoluten Geometrie gehört folgende 
Konstruktion der Parallelen durch den Punkt D zur Ge- 
raden AN aa [Appendix, §34]; 

Nachdem (Fig. 47) die Geraden DB und AE senkrecht 
zu AN gezQgen sind, fälle man von D das Lot DE auf 
die Gerade AE. Der Winkel -^ £DB des dreirecht- 
winkligen Vierecks ABDE ist ein rechter oder spitzer, 
je nachdem ED gleich oder größer als AB ist. Um 
den Mittelpunkt A beschreibe man einen Kieis vom 




Radius ED: er wird die Strecke BD in einem Punkt O 
schneiden, der mit B znaammenHUlt oder zwischen B 
und D liegt. Die Gerade AO bildet mit DB einen 
Winkel ^AOB, der gleich dem zur Strecke BD 
gehörigen Parallelwinkel ist') [Appendix, § 27]. 

l) Bolysi beireut (üraen Satz kutz gesagt so. Die Kreise 
QAB, QED, die aus den Punkten B und £ bei dn Rotation 
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Man wild also dnich D eine Parallele zu AN kon- 
stnüereD, indem man die Gerade DJIf so zieht, äa& des 
Winkel ^ BDM gleich dem Winkel -^ AOB wird.i) 

§ Bl. Untei den nichtenklidiscbeD Konstrnktioiien, 
diefiolyai gegeben hat, ist dieQnadratnr des Kreises 
sehr interessant. Ohne nns gams eng an die Methode 
von Bolyai zn halten, suchen wir die Konstruktionen 
in ihren Hanptlinien zu entwickeln. 

Wir schicken die im Konstmktioii des § 50 ent- 
g^engesetzte Konstruktion voraus, die f3r nnsem Zweck 
nötig ist: 

„Im Fall der Dichteuklidischen Hypothese 



om die Achie AE enUtehcD, tind anmsehen der erste als an- 
gebÖrie der in A lur Achte AE »enkrechten Ebene, der »weite 
als einer m dieter Ebene äqnidiitAnten Flfiche »ngebörig. 
Der unveilnderllciie Abstand iwiscben Flache and Ebene i«t £(- 
geben durch die Strecke d •— BD, Die Bedehnng iwiachen den 
beiden genannten Krrisen ei^bt sich also als Fnnlction von d 
allein. Diese Beüehnng kann ancb anigedräckt werden, wenn 
man nch an «nen Lehrsatz von Bolyai erinnert [§ 49], me fuhrt, 
auf die rechtwinkligen Draecke ADS, ADB angewendet, aof die 
Beziehung : 

QAB: C£D^äau:iiav. 

Hierans sieht man, dafi das Verhältnis nn « : sin i> sich nicht 
indeit, wenn bei feitbidbendem d die Gerade AE verschoben 
wild und dabd beständig senkrecht z« AB bleibt Wenn im be- 
sondem der FnBponkt von AE auf AN ins Unendliche fortwandert, 
so wächst » 10 TT((0 >n und v zum rechten Winkel. Folglich 

OAB:OEDm,tiii-n{d): I. 

Andererseits gUt Im rechtwinkligen Dreieck AOB die Be- 
gehung 

0-^:0-^0 — »in <^OÄ;i. 

die zusammen mit der vorhergehenden tur Feststellong der Gleich- 
heit der beiden Winkd TT(<^ und ^ AOB ßiat, w. i. b. w. 
i] VgL hierzu Anhang HI. 
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die einem gegebenen [spitzeo] Paiallelwinkel ent- 
sprechende Strecke zu konstruieren." 

Unter der Annahme, daß der Lehrsatz, daß die 
drei Höhen eines Dreiecks sich in einem Funkt sctmei- 
den, anch im gegebenen Fail noch in der Bolyai- 
LobatschefskiJBcben Geometrie gilt, nehmen wir anf 
dem Schenkel AB d&i spitzen Winkels -^SA/f [Fig. 48] 
einen Punkt ^ so an, 'daS die FaraUele BS' zur Ge- 
raden AA' den spitzen Winkel ■^B'SA bildet. Die 
beiden Hatbgeraden AA' . . ., BB' . . . und die Strecke 
AB können als Seiten eines Dreiecks betrachtet werden, 
von dem der Punkt Q,, der den beiden Parallelen 
AA' und BB' gemein ist, eine Ecke ist. Fällt man 
Bodann von den Ecken A and B die Lote Äff und 
^^ auf die gegenüberliegenden Seiten, so treffen sich 
die Lote in einem Punkt im Innern des Dreiecks, 




durch den auch das von C. auf AB geilte Lot geht. 
Fällt man also von aus das Lot OL auf AB, so wird 
die Strecke AL bestimmt, die dem Farallelwinkel -^BAA 
zugehört. 

Im Spezialfall könnte der Winkel «^ BAÄ auch 
45" betragen: dann wäre AL die Schweikartsche Kon- 
stante [vgl. S. 56]. 

Wir bemerken, daß das gelöste Problem auch so 
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ausgesprochen werden könnte: Eine Gerade zu kon- 
stiniereo, die dem einen Schenkel eines spitzen 
Winkels parallel Ist and auf dem andern senk- 
recht steht,*) 

§ BS. Wir zeigen jetzt, wie das vorhergebende 
Ergebnis benutzt wird, um ein Quadrat von gleichem 
Flächeninhalt wie das Maximaldreieck zu kon- 
struieren. 

Da der Flächeninhalt j& eines Dreiecks den Wert hat : 

so wild für das Maximaldreieck, d. h. das Dreieck, 
dessen drei Ecken im Unendlichen liegen: 

Um den Winkel ui eines Quadrats von der Fläche ^'n 
EU bestimmen, genügt es, daran zu erinnern [Lambert 
S. 48], daß auch der Flächeninhalt eines Polygons wie 
der eines Dreiecks proportional dem Defekt ist, weshalb 
die Beziehung bestehen muß: 

A»n = i»{2jr — 4Wi). 

uj = in - 45"- 
Dies vorausgeschickt, betrachten wir das recht- 
A. winklige Dreieck OAM, das der 
achte Teil des gesuchten Quadrates 
ist (Fig. 49). Setzt man OM-~a 
und wendet man die Formel (2] von 
S. 83 an, so erhält man 






J 


/ 




ng.49- 



Ch^, 



-€03^45"; 



M5" 



1 Bolyai [Appendix, § 35] ist übrigen 



bv Google 



Dm {Jottdrat vom Inhalt i'tc. i j t 

oder auch 

CÄy-8iiii(i35'):sm45*- 

Konstruiert man jetzt nach § 51 die beiden Strecken 
b', c, die den Parallelwinkeln -J- ^35°. 45* entsprechen, 
und erinnert man sich, daß nach S. 95, 6: 

so vird zwischen den drei Strecken a, h', c die Be- 
ziehung bestehen 

Ch\.Cht-Ckt. 

Nimmt man endlich b' als Kathete, c als Hypote- 
nuse eines rechtwinkligen Dreiecks, so ist die andere 
Kathete dieses Dreiecks kraft Fonuel (1) S, 80 durch 
die Gleichung bestimmt: 

Stellt man diese Gleichung neben die vorbeigehende, 
SO erhält man (i'~<i. Nachdem so a konstruiert ist, 
ist uomittelbar das Quadrat von gleichem Flächeninhalt 
wie das Moximaldieieck konstruierbar. 

% S3. Um jetzt einen Kreis von gleichem Flächen- 
inhalt wie dieses Quadrat oder, was dasselbe ist, wie 
das Maximaldreieck zu konstruieren, muß man den 

Ausdruck: 



,»'(ci^-,), 



der den Inhalt des Kreises vom Radius r angibt [vgl. S. 84], 
tuuformen durch Elnfuhmng des Parallelwinkels TT 1 — t , 

Banflla-LiebmiBD, nichtsuklld. Geonwtile, 8 
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der dem Halbiadius entspricht. Wetm man dies tut, so 
erhält man'): 



'■"(t) 



Wenn man andererseits (Fig. 50) von den Endpunkten der 
Strecke ÄB=r die beiden Par- 
B' atlelen AA' und BB' zieht, bo 
dafi die Winkel, die sie mit AB 
bilden, gleich sind, so wird: 

^ÄÄB = ^^BA = ^\{^. 

G Nachdem noch das Lot AC 

auf BB' gefällt ist und daa 

B Lotvlöaaf.^Cerrichtet, und 

die Bezeichnung eingeführt 

o, if^DAÄ^z, 

ctgTT^y)ctgo+i 

'' ctga-cten(-^) 

Wendet man die trigonometrischen Fonndn im 
Dreieck ABC an, so kann man leicht a aus dem letzten 




und wegen der Elgeiucliafl des Farallelwinkeli (vgL S. 93) 

rÄ-«i-Ti(-f). 
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Glied dor vorhog^tenden Beziehung elixninieieD nnd so 
erhalten ^ : 



woraus sich mittels des letzten Ausdrucks fSr ^^r ergibt 

Diese Formel, die auf anderem Weg von fiolyai be- 
wiesen Ist [Appendix § 43], gestattet es, jedem Kreis 
einen bestimmten Winkel b zuzuordnen. Wäre z = 45*, 
so hätte man 



d. h.: Der Inhalt des Kreises, dessen Winkel z 
gleich 45" beträgt, ist gleich dem Inhalt des 
Maximaldreiecka und deshalb dem des Quadrats § 52. 
Wenn z = -^ Ä AD [Fig. 50] gegeben ist, ao kon- 
struiert man dann r, indem man zieht 



l) In der Tat hat man im rccblwinUigeii Dreieck ABC: 

und hieraus, wdl: 

folgt weiter 

ctg TT (-^J ctE a — 2 ctg' TT (-^^ + I 
nad ichUefilkh Ist 



ct«a-etgn(y)=(i-j-tg'n(^)).cotn(-^). 

tzedbyCoOglc _ 



Diese beiden Beidehnngen erlauben, den Ausdnick für tgs In der 
geforderten Form zu schrüben. 



1 1 6 ^' ^' Begründer der nlehteoklidiMhen GeometHe. 

I. die Gerade AC senkrecht zn AD; 2. die Ge- 
rade BB' parallel za AA^ und Beakrecht zu AC [§ 51]; 

3. die Halbieiungslinie des Streifens, der von AA 
und BB' begrenzt ist [durch Anwendung des Lehr- 
satzes über den Schnittpunkt dei Winkelhalbierenden 
in einem Dreieck mit einem uneigentlichen Winkel]; 

4. das Lot AB auf diese Halbierungalinie: die Strecke 
AB zvischen AA' und BB' ist dann der Strahl r. 

§ A4. Die Aufgabe, ein Polygon zn konstruieren, 
das den gleichen Flächeninhalt ttk* tg* z hat wie ein 
Kreis, ist, wie Bolyai bemerkt, eng verknüpft mit dem 
Zahlenwert von tg' z. Sie ist für jeden ganzzahligen 
Weit von tg' s lösbar, und für jeden gebrochenen Wert, 
sobald nur der Nenner, nachdem der Bruch auf kleinste 
Benennung gebracht ist, unter die von GauB für die 
Konstruktion regulärer Polygone vorgeschriebene Form 
gehört [Appendix § 43]. 

Die Möglichkeit, ein Quadrat von gleichem Rächen- 
inhalt wie der Kreis zu konstruieren, führt Johann zu 
dem Schluß: „habeturque au/ Axioma XI Ewlidis verum, 
aul quatb-atura circuU gcomelrica; etsi hucusque indeci- 
sum manserit, quodnam ex his duobus revera locum 
habeat" 

Die so ausgesprochene Frage schien ihm zu dieser 
Zeit [1831] unlösbar, insofern, als er seine Schrift mit 
diesen Worten schließt: „Superesset denique (ut res omni 
nnmero alsolvatur), impossibilitatem (absque suppositione 
aliqua) decidenda, num Z (das euklidische System) aut 
aliquod (et quodnam) S (nichteuklidisches System) sit, 
demonstrare: quod tarnen occasioni magis idoneae reser- 
vatur." 

Johann veröffentlichte aber nie einen derartigen 
Beweis. 
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§ 55. Nach 1831 beschäftigte sich Johann noch 
mit seiner Geometrie und im besoodem mit den folgeiH 
des Aufgaben: 

1. Verbindung zwischen dei ■phäriscben and der 
nichteukUdischen Trigonometrie. 

2. Kann man streng beweisen, dafi das euklidische 
Axiom keine Folge der andern ist? 

3. Rauminhalt des Tetraeders in der nichteukUdi- 
schen Geometrie. 

Was die erste dieser drei Fr^en betrifft, so er- 
kannte Bolyai, außer dem, dafi er sich Rechenschaft 
gab über die analytiscbe Beziehung, welche die beiden 
Trigonometrien verbindet [vgl. Lobatschefskij 5. 94], 
noch, daß ea bei der nichteuklidischen Hypothese drei 
Typen von gleichförmigen^) Oberflächen gibt, auf 
denen entsprechend die nichteaklidische, die gewöhn- 
liche und die sphärische Trigonometrie gilt. Zum ersten 
T3rpus gehören die Ebenen und die Hypersphären 
[Flächen gleichen Abstands von einer Ebene], zum zweiten 
Typus die Parasphären [&eu2kugeln von Lobat- 
schefskij], zum dritten die Kugeln. Von den Hyper- 
sphären gelangt man zu den Kugeln durch den Greos- 
foll der Parasphären hindurch. Dieser Übergang ver- 
^riiUicht sich analytisch, indem man einen Parameter, 
der in den Formeln auftritt [vgl. Tanrinus p. 80], nach 
der Stetigkeit vom reellen Gebiet ins lein imaginäre 
durchs Unendliche hindurch übergehen läßt. 

Was das zweite Problem, die Unbeweisbarkeit des 
XI. Axioms, angeht, so gelang Bolyai die Lösung nicht, 
auch bildete ei sich keine feste Meinung darüber. Eine 
bestimmte Zeit lang glaubte er, man könnte in keiner 



l) Mit dicMm Namen schaut Bolyai die Obeiflächen a 
xodeDtea, die dch, trat die Beweglichkeit in uch betrifft, wie c 
Ebene vertialten. 
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Weise entscheiden, welcher Fall, der ocklidische oder 
der nichteuklidiactie, der wahie sei, und stützte sich, 
wie schon Lobatschefskij, auf die analytische Gültige 
keit der neuen Trigonometrie. Dann trat bei Johann 
eine Rückkehr zu den alten Vorstellungen ein, b^leitet 
von einem neuen Beweisversuch des XI. Axioms. Bei 
diesem Versnch wendet er die nicbteuklidiscben Fonneln 
auf ein System von fünf vollkommen unabhängigen Pnnkten 
an. Zwischen den Abständen dieser Pnnkte besteht not- 
wendig eine Beziehung. Johann iattd aber durch einen 
Rechenfehler diese Beziehni^ nicht und glaubte so eine 
ZeitUng die Falschheit der nichteuklidischen Hypothese 
und die absolute Wahrheit von Axiom XI bewiesen zu 
haben.') 

In der Folge aber bemerkte er den Irrtum, ging 
aber in dieser Richtung zu keinen weiteren Untersuchungen 
über, weil ihn die Methode, anf ein System von seclu 
oder mehr Funkten angewendet, auf zu lange Rech* 
nungen geführt hätte. 

Das dritte oben angegebene Problem über das 
Tetraeder ist von rein geometrischer Natur. Die Lösungen 
vonBolyai wurden neuerdings von Stacke! aufgefunden 
und ans Licht gebracht [vgl. die Anmerkung auf dieser 
Seite]. Mit demselben Problem hatte sich Loba- 



i) Der Titel der Schrift von Johann, wo er diesen Beweis 
»□seinandcrgetzen wollte, lautet: „Beweis des bis nun auf der 
Erde immer aoch iweifelhafl gewesenen, weltberühmtea 
und, als dei gesammten Raum- und Bewegungslehre xu 
Grande dienend, auch in der Thal allerhöchst wichtigsten 
II. Euklid'sohen Aiioms. Von J. Bolyai von Bolya, k. k. 
Genie -StabshaDplmann in Pension." Vgl. darüber dJe 
Schrift von F. Stäckel: „Unterenchnngen aus der absoluten 
Geometrie aus Jobann Boljals NachlaB". Math. u. aaturw. 
Berichte aus Ungarn XVm, S. 2S0— 307 [1901], Auf diese 
Schrift verweisen wir für den ganzen Inhalt des § 55. 
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Stellnng zum XI. Asiom. in) 

tschefskij eingeluend seit 1829 beschäftigt'), und GauS 
schlug: es Johaan vor in d^D auf S. 104 zum Teil 
wieder gegebenen Brief. 

Wii fügen achliefiUch noch hiozo, da&, als Johann 
Bolyai [1848] zur Kenntnis dM„Geometiischen Unter- 
suchungen" von Lobatschefskij gelangte, er sich mit 
ilmeo in kritischer Absicht beschäftigte^ und ferner, lua 
den russischen Geometer zu übertrumpfen, sich anschickte, 
ein groBes Werk zu verfassen über die Reform der Prin^ 
zipien der Mathematik, wozu er den Plan schon zur 
Zeit der Veröffentlichung des „Appendix" gefaßt hatte, 
dessen Abschluß ihm aber nicht gelang.^ 



Die absolute Trigononaetrie. 

§ S6. Obwohl die Formeln der nichteuklidischen 
Trigonometrie als Grenzfall die gewöhnlichen Beziehungen 
zwischen den Seiten und Winkeln eines Dreiecks enthalten 
[vgl. S 82], so gehören sie doch nicht zu dem, was 
Bolyai absolute Geometrie nannte. In der Tat 
können die genannten Formeln nicht ohne weiteres auf 
die beiden Typen der Geometrie angewandt werden, und 
sie wurden abgeleitet anter Annahme der Gültigkeit der 
Hyp. d. spitz. W. Wir begegneten in § 49 Formeln, 
die ohne weiteres auf den euklidischen nud den nicht- 
euklidischen Fall anwendbar waren und den Lehrsatz 
von Bolyai bilden. Es sind drei, von denen nur zwei 

l) Siehe S. 53 a. ff. des auf S. 87 eenumten Werkes; femer 
das in Anm. 3 S. 8S genannte Buch. 

3) VgL P. Stäckel und J. Knrachäk: Johann Bolfais 
Bemerkangen über N. LobatichefskiJB Geometrisch« 
Untersuchungen zur Theorie der Parallelllnien. Math. 
n. Natnrw. Berichte aai Ungarn XVm, S. 150 — 179 [1903]. 

3) VgL P. Stickeh „Johann Bolyais Raumlehre". 
Math. u. Natnrw. Berichte ans Ungarn XIX [1903]. 
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nnabhäagig sind, nnd sie liefern uns so eine erste Gruppe 
von Fonneln dei absoluten Trigonometrie, 

Andere Formeln der absoluten Trigonometrie worden 
1870 gegeben von dem belgiachen Geometer M. De Tilly 
in seinen „^!tudts de Micanigue ais/ratfe".') 

Die Formeln von De Tilly beziehen sich auf die 
rechtwinkligen Dreiecke und wurden mittels kinematischer 
Betrachtur^en abgeleitet, die nor solche Eigenscbaiten 
eines b^renzten Gebiets der Ebene benfltzen, die un- 
abhängig von dem Wert derWinkelsumme im Dreieck sind. 

Aufler der Funktion 0.^t die uns schon in den 
Formeln von Bolyai beg^;net, erscheint in denen von 
De Tilly noch eine Funktion £x, die in folgender 
Weise definiert ist. r sei eine Gerade, / die Linie 
gleichen Abstandes zu r und zwar im Abstand x. 
Da die Bogen von / den entsprechenden Projektionen 
anf r proportional sind, so ist klar, daB das Verhältnis 
zwischen einem (rektifiziejcten) Bogen von / und seiner 
Projektion nicht von der Länge des Bogens abhängen 
wild, sondern nur vom Abstand x. Die Funktion, die 
dieses Verhältnis aosdrückt, ist die von De Tilly ein- 
geführte Funktion £x. 

Dies festgesetzt, lauten die Formeln der absoluten 
G Trigonometrie, die sich auf das Drei- 

eck ABC beziehen, so: 

(Oa — Of ■ sin o, 



0) 




lO* — Ocsinß, 

Icos o ^ ^D • sin p 
cos ß — £b • ein a 
Ec — Ea- Eh. 



l) M^oiies coniomiiE et antrei Mimoirei von der kgL 
Akademie in Belgien, Bd. XXI [1S70]. Man lehe aucli von dem- 
iclben Verfuscr: „Etsai sur Ut prmeifis fenäamrrttttmx dt la 
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Die Gnippe (i) ist der Satz von Bolyai im recbt- 
vinkligen Dreieck. Alle Foimeln der absolaten Tri^no- 
metrie können durch geeignete ZnaanuneaBetznng dieser 
drei Grappen abgeleitet werden. Im besonderen erhält 
man im rechtwinkligen Dreieck: 

O'aiSa + Eb ■ Ec) + O»* ■ {Eb + Ec • Ea) 
^O'ciEe + Ea-Eb). 

Diese Formel kann als der Ausdruck fSr den Lehrsatz 
des Pj'tbagoras in der absoluten Geometrie betrachtet 
werden.*) 

§ B7. Sehen wir jetzt zu, wie aus den Beziehui^en 
des vorhergehenden Paragraphen die Formeln der eukli- 
discben und der nichteaklidischen Geometrie abgeleitet 
werden können. 

Euklidischer Fall. — Die Abstandallnie / ist eine 
Gerade [daher Ex— i], die Kreisumfange sind den 
Radien proportional. Dann werden die Gleichungen (l): 

|ä — f sinß; 

und die Gleicbnngen (2) geben: 

cos a — ain ß, cos ß ~ sin a, 
also: 

(0 a + ß - 90"; 

(3) endlich reduziert sich anf eine Identität, 

Die Foimehi (1'), (2*) enthalten die ganze gewöhn- 
liche Trigonometrie. 

(Üam^trit et de la MScaniqu^'. Mtin. de Ib Sodjtj dei Sdence» 
de Bordeaux, t HI, i" cahier [1878]. 

l] VgL R. Bonoll: „La trigonomttria atlaluta iiconäo 
GtovanHiBolyaif'. Rend. I*tJtato Lombkrdo (2) t.XXXVHI [1905]. 
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Nicbtenklidiscber Fall. — Kombiniert mau (i) 
und (2} miteiaander, so erhält man 

(5) 0'° : o:i„. 

W' E*a—i E'b — i 

Wenden wir dann die erste der Formeln (2) auf ein 
Dreieck mit der sich Ins Unendliche entfernenden 
Ecke A und also nach Null abnehmendem a au, so er- 
balten wir: 

lim cos a ~ lim {Ea ■ sin ß) . 

Aber Ea ist unabhängig von a und der Winkel ß 
wild in der Grenze der Parallelwinkel, der a entspricht, 
d. h. W{a). Wir haben also 

Dasselbe gilt für Eb. Setzen wir dies in (3) ein, so 
eiiialten wir: 

O'fl O'i 

ctß»n(a) ^ct8*nC6)' 
hieraus : 

Qg ,_ Ob 

ctgn(o) — ctgTT(*) ■ 

Diese Beziehung erlaabt uns zusammen mit dem 
Ausdruck für Ex ohne weiteres ans (i), (2), {3) die 
Formeln der Bolyai-Lobatschefskijschen Geometrie 
zu erhalten: 

jctgn{a) = ctgn{4 8ina 



('") 
{^") 



(sin a— cos ß sin TT(^) 

(sin ß — cos a sin TT(a), 
(3") sin n W - sin n (fl) sin H {b) . 

Diese Beziehungen, denen die Stücke jedes rechtwink- 
ligen Dreiecks genügen, sind in dieser Form vMi Loba- 
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Speualinemngen der absoluten Tiifonometrie. 123 

tschefskij'^) gegeben. Wollten wir au Stelle der Parallel- 
Winkel TJ{a), T\{&), r\{c) diiekte FunktioDen der Seiten 
einfahren, ao g^ifigt es sich zu erinnern [S. 93], daß 

imd die KreisfbnkdoDen von TT(^) als hyperboliscbe 
Funktionen von x ansxadrücken. Man würde dann die ' 
vorhergehenden Beziehungen in neuer Gestalt erhalten: 

^Ay — -5:*^ainß, 

ICOS a = sin ß ■ CA ^ , 
coa ß =— sin a ' Ch-r-, 

(3'") (c*|-«|.c4. 

§ &8. Sehr wichtig ist die folgende Bemerkung 
über die absolute Trigonometrie. Deutet man die 
Elemente ihrer Formeln als Elemente eines 
sphärischen Dreiecks, so ergibt sich ein System 
von Besiehungen, die auch für die sphärischen 
Dreiecke gelten. 

Der Grand dieser Eigenschaft der absoluten Tri- 
gonometrie ruht in der bereits S. 120 bemerkten Tat- 
sache, daß sie nur mit Anwendung von solchen Be- 
ziehungen abgeleitet ist, die auf endliche Gebiete der 
Ebene sich beziehen, die femer unabhängig von den 
Annahmen über die Winkelsumme im Dreieck sind und 
die deshalb auch auf der Kugel gelten. 



I) Vgl t. B. die „Geometrischen Untersn 
von Lobattchefiklj, die aof S. S9 angefnlirt sind. 
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j 24 IV. Die Begiönder der oklitenkUdischen Creometiie. 

W« das Ergebnis direkt ableiten will, könnte be- 
merken: 

1. DaB in der Bpbärischen Geometrie die Kieis- 
nm^nge den Sinus der (sphärischen) Radien proportional 
sind, weabalb die erste Fonnel der rechtwinkligen sphä- 
rischen Dreiecke 

sin a — sin f • sin a 

sich nnmittelbai in die erste Fonnel (i) verwandelt. 

2. Daß ein Kreis vom sphärischen Radius -J-tt — t 
als eine Linie gleichen Abstandes vom konzentrischen 
Maximalkreis betrachtet werden kann, and da£ das Ver- 
hältnis Eb zwischen den beiden Kreisen g^;ebea ist durch 

sin (4ir— i) , 



weswc^^en die Formeln der rechtwinkligen sphärischen 
Dreiecke 

cos a — sin ß ■ cos a , 

cos c ^ cos a ■ cos b 

anmittelbar in (2) und (3) übergehen. 

Also; die Formeln der absoluten Trigono- 
metrie gelten aach auf der Kugel. 

Hypothesen, die mit dem euklidischen Postulat 
gleichberechtigt sind. 

§ A8. Bevor wii das elementare Gebiet verlassen, 
scheint es uns angebracht, die Auünerksamkeit des 
Lesers darauf zu lenken, welchen Wert im Organismus 
den Geometrie die Sätze haben, die in einem bestimmten 
Sinne als dem V. Postulat äquivalente Hypothesen 
gelten können. 

Um uns deutlich verständlich zu machen, beginnen 
wir mit der ErkUrnng der Bedentnng dieser Aqoivalraz. 
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Ablolute nnd relative ÄqniT&lenz. 125 

Zwei Hypothesen sind abaolnt gleichberechtigt, 
wenn jede von ihnen aua der anderen folg;t ohne Hilfe 
einer neuen Hypothese. In diesem Sinne sind absolut 
äquivalent die beiden folgenden Hypothesen: 

a) Zwei zu einer dritten parallele Gerade sind unter- 
einander parallel. 

b) Durch einen Funkt auBerhalb einer Geraden 
geht eine und nur eine Parallele zu dieser 
Geraden. 

Diese Art von Äquivalenz hat nicht viel Interesse, 
weil die beiden Hypothesen einfach zwei verschiedene 
Formen eines und desselben Satzes sind. Wir wollen 
vielmehr zusehen, wie der Begriff der Äquivalenz ver- 
allgemeinert werden kann. 

Nehmen wir an, es sei eine deduktive Theorie auf 
ein bestimmtes System von Hypothesen begründet, das 
wir mit { A, B, C . , . ff\ bezeichnen wollen. Seien 
dann M und JV zwei neue Hypothesen, derart, daß aus 
dem System {A, £, C . . . ff. M] das N abgeleitet 
werden kann und aus dem System [A, B, C . , . Jf, N\ 
das M. Wir deuten das an, indem wir schreiben: 

[A.B,C... ff.M]-') -N. 
[A.B.C ... H,N ]■■:)• M- 

Verallgemeinern wir jetzt den Begriff der Äquivalenz, 
so können wir sagen, daß die beiden Hypothesen M, N 
äquivalent sind in bezug auf das Fundamental- 
system [A,B,C... H]. 

'Viiz betonen die Wichtigkeit, welche in dieser 
Definition das Fundamentalaystem [A, B, C . . . H\ hat. 
In der Tat kann es eintreten, daß, wenn man das 
Fundamentalsystem einschränkt, indem man z. B. die 
Hypothese A ausläßt, die beiden Schlüsse 
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126 rV- ^* Begräoder der nicbtevhUditcbeti Geometrie, 
{3,C...H,M]-:)-'^ 

nicht gleichzeitig möglich sind. 

Dann sind die Hypotbesen M, N hinsichtlich des 
nenen Fundamentalsystems \B, C . . . H\ nicht äqui- 
valent 

Nach diesen Erklärungen logischer Natur wollen 
wir sehen, was aus den vorgehenden Entwicklungen für 
die Äquivalenz solcher Hypothesen und der euklidi- 
schen Hypothese folgt. 

Nehmen wir an erster Stelle als Fundamentalsystem 
das ans den Postulaten der Assoziation [A\ und 
Distribution \B'\ gebildete, die in der gewöhnlichen 
Weise die Begriffe der Geraden und der Ebene charakte- 
risieren; femer aus den Postulaten der Kongruenz \^C] 
und aus dem Postulat des Archimedes [Z>]. 

In bezug auf dieses Fundamentalsystem, das wir 
mit {ä, B, C, D^ bezeichnen werden, sind die folgenden 
Hypothesen untereinander und mit der von Euklid in 
seinem V. Postulat ausgesprochenen äquivalent. 

a) Die inneren Winkel, die zwei Parallele mit einer 
Transversale auf derselben Seite bilden, sind supplementär 
[Ptolemäus]. 

b) Zwei parallele Gerade sind äquidistant. 

c) Trifit eine Gerade die eine von zwei Parallelen, 
dann trifft sie anch die andere [Proclus]; oder: zwei 
zu einer dritten Geraden parallele Gerade sind unter- 
einander parallel, oder auch: durch einen Punkt aufier- 
halb einer Geraden geht eine und nur eine Parallele zu 
dieser Geraden. 

d) Zu einem beliebigen Dreieck kann inunei ein 
ähnliches Dreieck von beliebiger Größe konstroiert werden 
[Wallis]. 



fbyGoogIc 



Äquivalente Fonnen des V. Fostul&ts. 127 

e) Durch drei Punkte, die nicht in gerader Linie 
liegen, geht immer eine Kngel [W. BolyaiJ. 

f) Durch einen Punkt, der zwischen den Schenkeln 
eines Winkels liegt, geht immer eine Gerade, die die 
baden Schenkel des Winkels trifft [Lorenz]. 

a) Wenn von zwei Geraden r, s die eine senkrecht 
tmd die andere geneigt g^en die Transversale AB ist, 
so sind die von den Punkten von s auf r gefällten Lote 
sämtlich kleiner als AB auf der Seite, wo AB mit .r 
einen spitzen Winkel bildet [Nasir-Eddin]. 

ß) Der Ort von einer Geraden gleichweit entfernter 
Punkte ist eine Gerade. 

t) Die Wmkelsumme im Dreieck ist gleich zwei 
Rechten [Saccheri]. 

Wir wollen jetzt das FundamentalsTstem von Hypo- 
thesen einschränken, indem wir von der Archi- 
medischen Hypothese absehen. Dann sind die 
Sätze a), b), c), d), e), f) auch noch untereinander und 
mit dem V. euklidischen Postulat äquiv^ent in bezug 
auf das neue Fundamentabystem [A, B, C). Die Sätze 
o, ß, f sind zwar untereinander äquivalent in bezug auf 
das System [A, B, C], aber keiner ist dem eukli- 
dischen Postulat äquivalent. Dieses Ergebnis, das 
die Stellung des Archimedischen Postulats hervor- 
treten läßt, ist in einer schon zitierten Arbeit von 
M. Dehn [iqoo] enthalten.^) In dieser Arbeit wird be- 
wiesen, daß die Hypothese t äl>«i <üe Winkelsumme im 
Dreieck nicht nur mit der gewöhnlichen elementaren 
Geometrie verträglich ist, sondern auch mit einer neuen, 
notwendigerweise nichtarchimedischen, wo das 
V. Postulat nicht gilt und wo durch einen Punkt un- 
endlich viele Nichtschneidende hinsichtlich einer vor- 

1) Vgl. S. 32 Anni. i. 
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Ij8 IV. Die Begrönder der mchtenkUdbchcn Gkometrie. 

g;ezeicbnetea Geraden gehen. Dieser Geometrie gab dei 
Verfasser den Namen: Semi-Euklidische Geometrie. 



Die Verbreitung der nichteukUdisdien Geometrie. 

§ 60. Die Werke von Lobatschefskij nnd 
Bolyai fanden bei ihrem Erscheinen nicht die Auf- 
nahme, die so viele Jahrhunderte langsamer nnd stetiger 
Voibereitang zu versprechen schienen. Darüber darf 
man sich weiter nicht wundern, weil die Geschichte der 
Wissenschaft uns lehrt, daß jede radikale Änderung In 
den einzelnen Fächern nicht mit einem Schlag die Über- 
zeugungen und die Vorarteile niedertritt, auf denen 
Forscher und Lehrer eine lange Zeit hindurch ihre 
Lehren errichteten. 

In nnaerem Fall wurde die Zustimmung zar nich^ 
euklidischen Geometrie aus besonderen Gründen ver- 
zögert, z. B. die Schwierigkeit, welche die Lektüre der 
russischen Werke von LobatBchefskij bereitete, die 
unbekannten Namen der beiden Neuerer und Kants 
damals herrschende Raumlehre. 

Um die Dunkelheit zu zerstrenen, die in den ersten 
Jahren die neuen Lehren verhüllte, dienten die franzö- 
sischen und deutschen Schriften von Lobatschefskij, 
vor allem aber die beständige und unermüdliche Arbeit 
einiger Geometer, deren Namen jetzt mit der Verbreitung 
nnd dem Sieg der nichteuklidischen Geometrie verknüpft 
sind. Wir wollen hauptsächlich von C. L. Gerling 
[1788—1864], R. Baltzer [1818— 1887] und Fr. 
Schmidt [1827 — 1901] in Deutschland sprechen; femer 
von J. Hoüel [1823—1886], G. Battaglini [1826— 
1894], E. Beltrami [1835 — 1900] und A. Forti in 
Frankreich und in Italien. 
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Die enten Anbfioger (Grerling, Baltzci). 12g 

g 61. Gerliag, der seit 18 16 mit Gauß in Brief- 
wechsel über die Parallelen stand*), nod der ihm i8ig 
die Note von Schweikart über die „Astralgeomelrie" 
[vgl. S. 77] mitteilte, hatte von GauB selbst [1832] und 
in Worten, die in ilim notwendig eine berechtigte Neu* 
gier erwecken mußten, die Angabe ober eine „kleine 
Schrift" über die nichteuklidische Geometrie, verfaßt von 
einem jungen österreichischen Offizier , dem Sohn von 
W. Bolyai.*) Die später erfolgte genaue Literatur- 
angabe [1844] über die Werke von Lobatschefskij 
und Bolyai'] durch GauB veranlaßte Gerling, sich 
die „Geometrischen Untersuchungen" und den 
„Appendix" zu verschaffen und sie so der Vergessen- 
heit zu entreißen, in die sie verbannt eu sein schienen. 

§ 62. Der von 1860— 1863 veröffentlichte Brief- 
wechsel zwischen Gauß und Schumacher*} und die 
Versuche von Legendre, auch in den elementaren 
Lehrbüchern strenge Ordnung in die Parallelentheoile 
zu bringen, veranlaßten Baltzer, in der zweiten Auflage 
seiner „Elemente der Mathematik" [1867] die eukli- 
dische Definition der Parallelen zu ersetzen durch die 
aus dem neuen Raumbe^ff abgeleitete und mit Loba- 

i) Vgl. Bd.Vni der „Werke von Gaufl", S. 167—169. 

2) VgL den Brief Toa Gaufi aa Gerliag auf S. 220, BcLVIU 
von „GauB' Werken". In diesem Brief spricht GanB Tom In- 
halt des „Appendix" und sagt: „vorin ich alle meine eigenen 
Ideen und Resultate iriederiinde mit größter Eleganz entwickelt" 
und vomVeriasser der Schrift: ,Jch halte diesen jungen Geometer 
V. Bolyai für ein Genie eister GröBe." 

3) „Gauß' Werke", Bd.Vm, S. 234—38. 

4) „Briefwechsel zwischen C. F. GauB und H. C. 
Schumacher", Bd. n, S. 26S, 341; Bd.V, S. 346 [Altona 1S60 
— 63]. Über die damals bekannten Gedanken von GauB siehe 
auch: Sartorius V. Waltershausen: „GauB zum Gedächt- 
nis", S. 80— 81 [Leipzig 1856]. Vgl. Gauß' Werke Bd. Vm, 
S. 267—68. 
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G^o IV. Bit Begründer der nichteuklidigcben Gcometii«. 

^schefskij die Beziehung: a + ß + t "" 180°, die das 
euklidische Dreieck charakterisiert, zu den expeximeotellen 
Eigenschaften zu lecbnen. Um dann diese Neuerung 
zn rechtfertigeu, verfehlte Baltzei nidit, eine kuize An- 
deutung übei die theoretische Möglichkeit einer Geometrie 
20 entwickeln, die allgemeiner ist als die gewöhnliche 
und die sich auf die Annahme von zvrei Parallelen 
gründet, femer die Namen ihrer Begründer ins rechte 
Licht zu setzen.') Zur selben Zeit lenkte Hoüel, dessen 
Interesse für Fragen der elementaren Geometrie wohl- 
bekannt war, im Gebiete der Wissenschaft das Interesse 
auf die nichteuklidische Geometrie^ und wurde durch 
sein Interesse angespornt, die „Geometrischen Unter- 
suchungen" und den „Appendix" ins Französische 
zu übersetzen. 

§ 63. Die französische Obersetzung des Werkchens 
von Lobatachefskij erschien 1866 zusammen mit der 
eines kurzen Auszuges des Briefwechsels zwischen GauB 
und Schumacher"). Die so erhaltene Nebeneinander- 
stellung der Gedanken von Lobatschefskij-Boljai 
und derer von Gauß war äußerst fruchtbar, weil der 
Name GauB nud seine Zustimmung zu den Entdeckungen 

1) Vgl. die „Elemente der Matlieni>tik'< von Baltzer, 
Bd. n, S. Aufl., S. 12—14 [Ldpiie 1878]. Bd. IV, S. S— 7. =4 
—31 der italienischen Übersetzung von L. Cremona [Genova 1867]. 

2) Hdüel hatte damaU schon verSffentUcht seinen berähmteo: 
„Essai d'une txposition rationelle des principe! fondamenteaux dt 
la GiomitrU iUmentaire^'. Arcb. d. Math, ü. Phj-s., Bd. 40 [1863]. 

3) MSmoires de la Sociitä des Sciences Phys, et NaturelleB 
de Bordeaux t. IV, p. 88—120 [1866]. Sie wurde auch in einem 
besonderen Wetkchen veröflTentlicht mit dem lltel; „litudes gio- 
mitriques sur la thiorie dts paralliles" parN. J. Lobats chefskij, 
Conseiller d'^tat de l'Empite de Russie et Frofesseui & l'Univeisiti 
de Kasan: traduit de aUemand par J. Hoüel, Suivie ä'un Extrait 
de la correspondence de Gauä et de Schumacher. [Paris G. VillaTS, 
1866.] 
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Weitere Verbreitung (Hoüel, Scfamidt usw.). i^i 

der beiden damals verborgenen und nnbekannten Geometer 
beitrug, in der wirksamsten und sichersten Weise der 
neuen Lehre Glauben und Geltung zu verschaffen. 

Die iranzösiache Übersetzung des „Appendix" er- 
schien 1 867 ^), b^leitet von einer vorausgehenden ,JVotice 
sur la vie ei ies iravaux da datx maihimaticiens hongrois 
W.eiJ.BofycddeBofya", die vom Architekten Fr. Schmidt 
auf Eisuchen von Hoüel*) geschrieben war, und nach- 
folgenden Bemerkungen von W. Bolyai, die aus dem 
1. Band seines „Tentamen" entnommen waien und 
aus einem zusammenfassenden Werkchen von Wolfgang 
über die Grundlagen der Arithmetik und der Geometrie.^ 

Die von Schmidt gesammelten Angaben über die 
beiden Bolyai wurden gleichzeitig [1867] im „Archiv 
d. Math, u. Phys." verötientlicht und im folgenden Jahr 
machte A. Forti, der schon einen historisch -kritischen 
Artikel über Lobatschefskij*} geschrieben hatte, die 

1) M*m, Soc. Sdenc. Phys. et Nat, de Bordeaui. t.V, p. 1S9 
— 148. Sie erschien aoch besonders in einem Werkohen des 
Titels: „La science absolut de Vespact, indipeitdante de la viräi 
ou fausstti de C Axiome XI d'Euclide (gut l'on ne pourra Jamaia 
itailir a priori)! suivie de la quadrature giemitrique du cercU, 
dans le cai de la fausseU de r^xiome XI, par Jean Bolyai, 
Capitaine an corps dn genie dans fancie s.utTicliienne ; Pricidd 
d'utte notice sur la -aie et les travaux de W. et de J. Bolyai, 
par M. Fr. Schmidt- [Paria, G. Villars, 1868]. 

2) Vgl. P. Stäckeb „Frani Schmidt", Jahresbetkhte der 
Dentichcn Math.-Ver., Bd. XI, S. 141—46 [1902]. 

3) Dieses Weikciien von W. Bolyai -wird gewöhnlich kurz 
mit den ersten Worten seines Utels zitiert; „Knrzer Grund- 
riß", Eh wurde 1851 in Moros-Visiihely gedruckt. 

4) Intorno aUa geometria immaginaria o non euclidiana. 
Comideraziotä sterico-critiche ; Rivista Bolognese di sdenie, lettere, 
arti e scnole, t. U, p, 17t — 84 [1867]. "Ex wurde besonders ge- 
dm^t in einem Werkeheu von 16 Seiten [Bologna, Fava e (j»ra- 
gnani 1867]. Dieselbe Schrift mit verschiedenen Znsitzen oiid 
nnt«r dem Titel: ,^uäii g^emetrici siUta teorica delle parallele di 
N. J. LobatickeiBsky" wnrde abgedruckt in dem politischen Journal 
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1^2 IV. Die Begründer der aichtenkUdlschen Geometrie. 

Italiener mit den Namen nnd den Werken der onnmehr 
berühmten ungarischen Mathematiker bekannt.*) 

Zn Ebten von Hoüel muB anch sein Interesse da 
die Manuskripte von Johann Bolyai erwähnt werden, 
die damals [1867] kraft einer testamentarischen Ver- 
fügung von Wolfgang in der Bibliothek des reformierten 
Kollegiums von Maros-Väsdrhely verwahrt wurden. Durch 
Vermittlung desFürstenB.Boncampagni [1821 — 1894], 
der seinerseits den ungarischen Kultusminister Baron 
Eötvds daiur interessierte, erreichte er, da£ sie [1869] 
bei der ungarischen Akademie d» Wissenschaften in 
Budapest^ hinterlegt wurden und so Gegenstand der 
Geduld erfordernden und sorgfältigen Studien von 
Schmidt, neuerdings von Stäckel werden konnten. 

Überdies verfehlte Hoüel bei der allerverachiedenaten 
Gel^ienheit nicht sich zu bemühen, dafi der oichteukli- 
diseben Geometrie ein dauernder Triumph gesichert 
würde; es genüge, seinen „Essai crittque sur les prin- 
cipes fondamenUaux de la giomitrie"^ anzuführen, die 
Artikel „Sur VimposabUiU de dimonirer pur une constrvctüm 
plane te postuialum d'EucUde" *),' die „Notücs sur la vie et 



„La Frovinda di Pisa.", Jahrgang m, No. 35, 17, 29, 30 [1S67] 
und zam Teil wieder veröffentlicht nnter dem ursprünglichen Utel 
[Pisa, NUtri, 1867]. 

[) VgL: „Intorno aUa väa ed ag-U scrüti di Wolf gang e 
GiovoMtU Bolyai di Bofya . mattmaiici laigheresi" , BoUetinO di 
Bibliographia e di Storia delle sdeoze Mat e Fisiche, t. I, p. 377 
— 399 [1S69J. IKesei Artikel von Forti iit bereichert durch um- 
fängliche faistoriBche and bibliographiKhe Aumerkung«!! von B. Bon- 
«ompagai. 

3) Vgl. den oben im Text ziüeiten Artikel von Stäckel 
über Fr. Schmidt 

3) I. Aufl. Pari«, G.VUlars, 1867t 2. Aufl. 1883. (Vgl. 
Anm. 2 S. ssO 

4) Giomale di MatemaÜche, t. VII, p. 84— 89; Nouvellcs 
E (3). t. IX. p. 93-96- 
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Neues Anneben (Battagüiü). 133 

lu travaux de N, J. Lobtätchefski/' ^) , endlich seine &an- 
zösisdien Übersetzangen verschiedener Schriften über die 
nichteuklidische Geometrie*), nm einzusehen, welch glähen- 
den Apostel sie in dem berühmten französischen Mftthe- 
maüker gefunden hat 

§ 64. Mit ebenso viel Oberzeugung wie Eifer 
führte in Italien Giuseppe Battaglini die neu^i geo- 
metrischen Spekulationen ein nnd verbreitete sie, und das 
von ihm gegründete und geleitete „Giornale di Mati- 
matica" war von 1867 an das gleichsam amtliche 
Organ für die nichteuklidische Geometrie, 

Der ersten Arbeit von Battaglini: „Sulla gtonutria 
irnmaginoria di Lobaischewtfy" ^ , die geschrieben ist, um 
unmittelbar das Prinzip aufzustellen, welches zur Grund- 
lage der allgemeinen Farallelentheorie und der Loba- 
tschefskij sehen Geometrie dient, folgt wenige Seiten 
darauf die italienische Übersetzung der „Pangeome- 
trie"'), und auf diese 1868 die Übersetzung des 
„Appendix". Gleichzeitig kam im 6. Band des „Gior- 
nale di Matematica" das berühmte „Saggiv di inier- 



i) BolL de» ScienceB Math,, L I, p, 66—71, 334—28, 384 
—88 [1870]. 

z) AuBer den Übersetzungen, von denen im Text die Rede 
ist, übersetzte Hoüel eine Schrift von G. Battaglini [vgl. die 
folgende Anro.], iwei »on Beltrami [vgL S, 134, Anm. 1; S. 157 
Anm.], eine yoq Riemann [vgL S, 147, Anm. i] und dne von 
Heimholte [vgl. S. 162]. 

3) Giomale di Mat, t. V, p. 217— 31 [1867]. — Napoli, 
Rend. Acc. Science R». e Matern., t.VI, p. 157—73 [»867]. — 
Franzdiiache Übersetzung von Hoüel: Nouv. Aunalei, t. VII, 
p. 209—11, 2Ö5-77 [1868]. 

4) Sie wurde auch besouden gedruckt in einem Wcrkchen 
mit dem Utel : ^latgeomttria o sunio di geometria fondata sopra 
una ieoria generale e rigaroia delle parailele". Napoli 1867^ 
2. Aufl. 1874. 
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i^^ IV. Die Beeräader der mchtenklidUcken Geometrie. 

prelaxüme (Ulla geomelria mn euciüüa"^) von £. Beltraini 
heraus, „daa ein unerwartetes Licht auf die damals 
schwebende Streitfrage über die grundlegenden Prin- 
zipien der Geometrie und über die Ideen von Gauß 
und Lobatschefskij warf".*) 

Blättert man die folgenden Jahrgänge des „Gior- 
nalle di Matematica" auf, so begegnet man häufig 
Scbriften über die nichteuklidische Geometrie: zwei von 
Beltrami [1872], die sich andenvoigenannten „Saggio" 
anschließen, verschiedene von Battaglini [1874 — 78] 
und d'Ovidio [1875 — 77], die einige Fragen der neuen 
Geometrie mit den von Cayley geschafTenen projektiven 
Methoden behandeln; die von Hoüel [1870] über die 
Unbeweisbarkeit des euklidischen Postulats; andere von 
Cassjni [1873—81], Günther [1876], De Zolt [1877], 
Frattini [1878]. Ricordi [1880] usw. 

§ 6S. Das Werk der Verbreitung, das von den 
vorgenannten Geometem b^onnen war und mutig fort- 
geführt wurde, gab auch einen sehr wirksamen Anstoß 
fQr eine andere Gruppe von Veröffentlichungen, wo um 
jene Zeit herum [1868 — 72] das Problem der Grund- 
lagen der Geometrie In allgemeinerer und höherer Form 
aufgeworfen wurde, als sie die elementaren Untersuchungen 
von Gauß, Lobatschefskij und Bolyai betraf. Nene 
Methoden und Richtungen, mit denen die Namen von 
einigen der bedeutendsten zeitgenöaaischen Mathematiker 
und Philosophen verknüpft sind, werden wir kurz in 
Kapitel V besprechen; hier genügt die Bemerkung, daß 



l) Ins Französische iit>ei'ietzt tod Hoüel in den Annales 
Scient. de l'^ole Normale Sap., p. 251— SS, t. VI [1869]. 

3) Vgl. die „Comnifmifraiiane di £, Beltrami" von L. Cre- 
mona, Giomale di Mat., t XXXVm, p. 36z [1900}, sowie den 
Nachmf von E. Pascal (Math. Amulen 57, S. 6$— 107, Leipzig 
i903). 
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Aosblick tut die Dcnere Entwicklung. i\^ 

die alte Fantlleleufrage, der die Untersuchung;en von 
Legendre 40 Jahre znvor alles Interesse entzogen zu 
haben schienen, noch immer und unter einem ganz 
neuen Gesichtspunkt die Aufmerksamkeit der Geometer 
und Philosophen auf sich zog und Mittelpunkt fär ein 
sehr weites Feld von Untersuchungen wurde. Einige 
von ihnen hatten einfoch den Zweck, dem großen mathe- 
matischen Publikum die Werke der Begrfinder der nicht- 
euklidiachen Geometrie leichter zugänghch zu machen, 
andere zielten auf Erweiterung der Ergebnisse, des In- 
halts und der Bedeutung der neuen Lehre, wobei sie 
zu gleicher Zeit zum Fortschritt gewisser besonderer 
Zweige der h&heren Mathematik beitrugen.^) 

1} VgL t. B. E. Picard: „La Scürue Moderne et son etat 
.acttiee; S. 7J. [Faiis, Flaminarion 1905.} 
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Fünftes Kapitel. 

Die weitere Bntwicldung 
der nichteuklidischen Geometrie. 



§ 66< Um aber die weiteren Fortachritte der nicht- 
enklidischen Geometrie nach der Seite der Differential- 
geometrie und der projektiveD Geometrie bin 
Rechenschaft zu geben, müsaen wir dos elementare 
Gebiet verlassen, um von einigen höheren mathematischen 
Theorien zu sprechen, wie der Differentialgeometrie 
auf Mannigfaltigkeiten, der Theorie der kon- 
tinnierlichen Tiansformationsgrnppen, der reinen 
projektiven Geometrie [System von Staudt] und 
den ihr untergeordneten metrischen Geometrien. 
Da es nicht mit der Anlage dieses Werkes im Einklang 
iat, auf diese höheren Fragen auch nur sununariach ein- 
zugehen, wollen wir uns allein auf die Dinge beachränken, 
die notwendig sind, um dem Leser den Geist verständ- 
lich zu machen, der die neue Forschung leitet, und ihn 
zu einem andern geometrischen System geleiten, das 
man Riemann verdankt und das die vorhergehenden 
Untersuchungen grundsätzlich ausschlössen, weil sie die 
Unendlichkeit der Geraden annahmen. Dieses System 
ist unter dem Namen seines Begründers bekannt nnd 
entspricht der Hypotheae des stumpfen Winkels von 
Saccheri und Lambert.') 
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Abwicklnng von Fliehen. ijy 

Differentialgeometrische Richtung. 
Die Geometrie auf einer Fläche. 

§ 67. Um das Ziel leicht za erreichen, wollen wir 
von den folgenden Betrachtungen ausgehen. 

Wenn eine Oberfläche gegeben ist, wollen wir uns 
vornehmen zu unterauchen, bis wie weit man auf ihr 
eine Geometrie begründen kann, die der auf der Ebene 
analog ist 

Durch zwei Punkte A, B der Oberfläche geht im 
allgemeinen eine wohl bestimmte Linie hindurch, die ihr 
angehört und die auf der Fläche den kürzesten Abstand 
zwischen den beiden Punkten angibt. Diese Linie ist 
die die beiden gegebenen Punkte verbindende geodä- 
tische. Zieht man z. B. auf einer Kugel die geodätische 
Linie, die zwei Punkte [die nicht Endpunkte desselben 
Durchmessers sind] verbindet, so ist es ein Bogen des 
gröfiten Kreises, den sie bestimmen. 

Wollen wir jetzt die Geometrie auf einer Fläche 
mit der Geometrie auf der Ebene vergleichen, so er- 
scheint es natürlich, die Geodätischen auf ihr, die doch 
die Entfernungen auf der Oberfläche messen, den Ge- 
raden entsprechen zu lassen und auch als [geodätisch] 
gleich zwei auf einer Fläche gezeichnete Figuren zu 
betrachten, die man Punkt für Punkt in Beziehung bringen 
kann, so daß die geodätischen Abstände zwischen den 
Paaren entsprechender Punkte gleich sind. 

Zu diesem Begriff der Gleichheit kann man in an- 
schaulicher Form gelangen, wenn man anninmtt, daß die 
Fläche verwirklicht ist durch ein biegsames und un- 

„Votlesnngen über die nicbtenklidische Geometrie" 
[Gottingen 1893] ""^ 'J*« „Lesioni suUa geometria difereniiale" 
von L. Bianchi, t i, Kap. XI, XU, XID, XIV, p. 326—513 
[Pisa, Spdrri, 1903]. — Die erete Auflage erschien auch deatich 
(übersetzt von Lukat). Leip^ 1899. 
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I lg V. Die writere Entwicklung der nichtenklidischen Geometrie. 

ausdehnbares Blaä, nad daß bei einer Bewegung der 
Oberfläche, wobei sie nicht starr bleibt, sondern steh 
biegt so wie ea eben gesagt wurde, die von uns gleich 
genannten Figuren der Oberfläche übereinandergeschoben 
werden können. 

Nehmen wir z. B. ein Stack einer zylindrischen 
Oberfläche, das durch einfache Biegung ohne Dehnung, 
Faltung und Riß auf ein ebenes Gebiet abgewickelt 
werden kann. £s ist klar, daß in diesem Fall auf der 
Fläche zwei Figuren gleich genannt werden müssen, 
die sich auf gleiche ebene Figuren ausbreiten; wohl- 
verstanden, im Räume sind die genannten Figuren im 
allgemeinen nicht gleich. 

Kehren wir jetzt zu einer beliebigen Oberfläche 
zurück, so wird das oben angegebene System von Fest- 
setznagen Grundlage für eine Geometrie auf der 
Fläche, welche wir immer in geeignet abgegrenzten 
Gebieten [Normalregionen] betrachten wollen. Zwei 
aufeinander mit Bl^ung ohne Dehnung abwickelbare 
Flächen werden dieselbe Geometrie haben; so wird man 
z. B. auf einer beliebigen Zylinderfläche und allgemein 
auf einer beliebigen abwickelbaren Fläche eine 
Geometrie ähnlich der auf einer ebenen Fläche haben. 

Ein Beispiel für eine von der ebenen Geometrie 
wesentlich verschiedene Geometrie auf einer Fläche ist 
uns gegeben durch die Geometrie auf der Kugel, weil 
es unmöglich ist, einen Teil der Kugel auf die Ebene 
abzuwickeln. Trotzdem haben wir zwischen der ebenen 
Geometrie und der auf der Kugel eine wichtige Analogie: 
diese Analogie hat ihren Grund in der Tatsache, daS 
die Kugel frei in sich bewegt werden kann, genau wie 
die Ebene; so daß für gleiche Figuren auf der Kugel 
Sätze gelten, die im ganzen den Postulaten der Kon- 
gruenz auf der Ebene entsprechen. 

Sueben wir dieses Beispiel zu verallgemeinem. Da- 
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Di« ElSchcD IcoiutaDter Krümmung. |iq 

mit eine geeignet begrenzte Fläche durch Bi^iung allein 
ohne Zerrung in sich bewegt werden kann, wie die 
Ebene, mnB eine bestimmte Zahl [A^. die eine Invariante 
bezüglich der genannten Biegnsgen ist , einen kon- 
stanten Wert in allen Punkten der Fläche haben. 
Diese Zahl ist von GanS tinter dem Namen Krüm- 
mung') eingeführt. 

Man kann in der Tat Flächen mit konstanter 
Krümmung konstruieren, wobei folgende drei möglichen 
Fälle zu unterscheiden sind: 

K—o, K>o, K<o. 

Für K—'O hat man die abwickelbaren Flächen [die 
auf die Ebene abwickelbar sind]. Für A^- o hat man 
die auf eine Kugeloberfläche vom Radius yTT K ab- 
wickelbaren Flächen und die Kugel kann als ihr Modell 
betrachtet werden. 



l) Eiiimert man sich, dafl die Krümmuag eiaer ebenen Linie 
in einem Funkt du Rfziproke des Kiömmungskreises in diesem 
Funkt ist, so kann man die Krümmung der Fläche in einem 
Funkt M so definieren. 

Nachdem durch M die Normale n zur OberQäche gezogen 
ist, betrachte man das Büschel von Ebenen durch n und das ent- 
sprechende Kurrenbüschel , das sie aus der Flache ausschneiden. 
Unter den [ebenen] Kurven dieses Büschels gibt es deren znei, 
deren [oben definierte] Krümmungen die Maximum- resp. Minimnm- 
eigenschafl besitzen. Das Frodukt dieser Krümmimgen gibt die 
Ktfimmnng der Fläche im Funkte Af [Gauß]. Der Gauflschen 
Kiümmnng kommt auch eine scharf hei vortretende Eigenschaft zu: 
gie bleibt ongeändert bei aller Biegung ohne Dehnnng, so daB, 
wenn zwei Oberflächen aufeinander al>wickelbar sind in dem im 
Text angegebenen Sinn, sie in entsprechenden Funkten dieseU>e 
Krümmung haben müssen [Gaufl]. Kes Ergebnis , das von 
Hinding im Fall der FtiicheD konstanter Krümmung umgekehrt 
wtirde, zeigt deutlich, daß die frei über sich selbst hin bewegbaren 
Flächen durch die konstante Krümmung charakterisiert dad. 
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« Entwicklung der nichtcnkliditchen Geometrie. 



Fdr K<io hat man die auf die Psendosphäre 
abwickelbaren Flächen, die alB Modell für die Ober- 
flächen konstanter negativer Krämmung an- 
genommen werden kann. 




Die Faeudoaphäie ist eine Rotationsfläche: Die 
Gleichung der Meridiankurve [Traktrix*)] ist, bezogen 
anf die Rotationsachse a und auf eine Gerade x, die 
senkrecht zw z geeignet gewählt ist: 



(0 z~k log 

wo k mit der Krü 
Bezi^nng : 



*+]^'~ 



-]/Ä»-*», 



mung K verknüpft ist durch die 



K 



Auf die von (i) erzengte Fsendosphare kann jeder 
Teil seiner Fläche konstanter Krümmung — — ^ aus- 
gebreitet werden. 



i) Die TrakCrix ist die Kurve, bei der der Abschoitt der 
Tangeate zwischen dem BenibnmgtpUDkt and der Asymptote Icon- 
stante Linge liat. 
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Beispiele (Pseadosphäre, Beltramis Modell). 



Fläche konstanter negativer Krümmung,'} 
Fie. si. 

§ 68. Zwischen der Geometrie auf einer Fläche 
konstanter Eiümmung und der von einem Teil der 
£bene, wobei alle beide in geeigneten Grenzen za 
nelimen sind, besteht eine Analogie, die wir ins Licht 
setzen können, indem wir die Grundeigensc haften der 
einen fibersetzen in die der anderen, wie dies sam- 
marisch durch die Gegenfiberstellung von Sätzen an- 
gegeben wird, die wir im folgenden Bilde bemierken: 
a) Fläche. a) Teil der Ebene, 

fo) Punkt. b) Funkt. 



l) Die Oberfliche, von der F"ig, 54 eine photographische 
Reproduktion ist, wurde von Beltcami konstruiert. Jetzt gehört 
sie Eor Modellsamminng des M»the(natischen Institutes der 
UnivcrritSt in Pavia. 
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142 V- ^c vdtere ^twicklniig der nichtenklidischen Geometrie, 



c) Geodätiscbe Linie. 

d) Bogen einer geodätischen 
Linie. 

e) Lineare EigeuBchafien 
der geodätischen Linie. 

f) Zwei Punkte bestimmen 
eine geodätische Linie. 

g) FundamentaleigenBcbaf- 
ten der Gleichheit der 
geodätischen Bögen und 
der Winkel. 

h) Wenn in zwei geodäti- 
schen Dreiecken zwei 
Seiten und der einge- 
schloBSene Winkel gleich 
sind,; aa sind auch die 
übrigen Seiten und die 
übi%en Winkel gleich. 
Es folgt, daß man als gemeinsam für die Geometrie 
aller dieser Oberflächen alle die Eigenschaften festhalten 
kann, die bei der euklidischen Anordnung unabhängig 
vom Parallelenpostulat sind nnd bei deren Beweis man 
nicht von der vollständigen Ebene Gebrauch macht 
[x. B. von der Unendlichkeit der Geraden], 

Wir wollen jetzt in der Gegenüberstellung der Sätze 
im b^renzten Gebiet der Ebene fortfahren, die mit der 
euklidischen Hypothese verknüpft sind, und der ent- 
sprechenden auf der Fläche. Man hat z. B. den Satz, 
daß auf der Ebene die Winkelsumme im Dreieck gleich 
zwei Rechten ist. Die entsprechende Eigenschaft gilt 
nicht ^Igemein auf der Fläche. 

In der Tat bewies Gauß, daß auf einer Fläche 
mit konstanter oder von Punkt in Punkt veränderlicher 
Krümmung X das Doppelint^pnil 



c) Gerade. 

d) Geradlin^e Strecke. 

e) Postulate über die An- 
ordnung der Punkte ei- 
ner Geraden, ' 

f) Zwei Punkte bestimmen 
eine Gerade. 

g) Postulate der Strecken- 
und Winkelkongruenz. 



h) Wenn in zwei gerad- 
linigen Dreiecken zwei 
Seiten und der einge- 
schlossene Winkel gleich 
sindi dann, sind auch 
die übrigen Seilen und 
Winkel gleich. 
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Du gcodStitche Drdeck. j^^ 

fKda 

über die ganze Oberfläche eines geodätischen Dreiecks 
ABC erstreckt dem Oberscbafi seiner drei Winkel 
über zwei Rechte gleich ist.*) D. h.: 

fKda -<^ + ^Ä + ^C-ir. 

Wenden wir diese Fonnel auf die Oberflächen kon- 
stanter Krümmung an, wobei wir die drei möglichen 
Fälle unterscheiden: 

I.Fall. K—o. 

Dann werden wir haben: 

fßTda — o, also ■^A + -ä[:B + ^C—n. 
Ubc 

Auf den Fläcbea mit konstanter KrümmuDg 
Null ist die Summe der Winkel eines geodä- 
tischen Dreiecks gleich zwei rechten Winkeln. 

Dieses Ei^bnis war uns übrigens schon bekannt 

2. Fall. K-^>o. 

Dann werden wir haben: 



jKda-.^Jdc 

XbC ABC 



Aber das Integral: fda gibt aber das Dreieck ABC 
rastreckt die Fläche dieses Dreiecks, so daß: 

^,-^A + ^S + ^C--^. 

l) VgL I. B. die geaaniitcn „Lttioni lulla gtemetria diffi- 
retiMiale" von L. BUnchi, Kap. VI. 
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I'^4 ^- ^^ welter« EntwicklUDg der nichtRakUdiichen Geometrie. 
Au8 dieser Beziehung ertialten wir: 

A = I^{A + M+C—Tt). 
D. h.; 

a) Auf den Flächen konstanter positiver 
Krümmung Jet die Summe der Winkel eines 
geodätischen Dreiecks größer als zwei rechte 
Winkel. 

b) Der Flächeninhalt eines geodätischen 
Dreiecks ist proportional dem OberschnB seiner 
drei Winkel Ober zwei rechte Winkel, 

3. Fall. ^--i>- 

Dann werden wir haben: 

!"'"•-- ij"" — ^- 

ABC ABC 

WO wir auch hier mit ^ den Flächeninhalt des Dreiecks 
ABC bezeichnet haben. Es folgt dann: 

woraus die beiden folgenden Beziehungen abgeleitet 
werden: 

^A^^B-^^CK-n, 
£^ = k*(n-^A-^B-^q. 
D. h.: 

a) Auf den Oberflächen konstanter nega- 
tiver Krümmung ist die Summe der drei Winkel 
eines geodätischen Dreiecks kleiner als zwei 
rechte Winkel. 

b) Der Flächeninhalt eines geodätischen 
Dreiecks ist proportional dem Defekt der Summe 
seiner drei Winkel an zwei Rechten. 
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Winkelsumme und Inhalt des ([eodätuchen Dreiecks, i*^ 

Fassen wir noch die Ergebnisse auf folgender 
Tabelle ZDsammen: 

Flächen konstanter Krümmung. 



Wert der Krümmung 


Modell 
Tür die Fläche 


Dreiel^k£chaIakter 


A' — O 


Ebene 


^A + ^B + '^C^i, 


''-i 


Kugel 


<.4 + <Ä + <C>Tr 


K 1, 




.r^ + <-ff + <C<n 



Die Geometrie der Oberflächen der Krümmung Null 
und der von konstanter positiver Krümmung ist aus be- 
kannt, weil sie der ebenen euklidiacben Geometrie und 
der sphärischen Geometrie entspricht. 

Das Studium der Flächen konstanter negativer 
Krümmung wurde von F. Minding [i8o6 — 1885] be- 
gonnen mit der Untersuchung der Rotationsflächen, auf 
welche sie abgewickelt werden können.^) Die folgende 
Bemerkung von Minding, die ausführlich von D. Co- 
dazzi [1824 — 1873] entwickelt wurde, erlaubt dann 
eine Trigonometrie dafür anzugeben. Weun man in 
den trigonometrischen Formeln für die Kugel 
die Winkel festhält und die Seiten mit i-~Y^^ 
multipliziert, so erhält man die Beziehungen, 
denen die Elemente eines geodätischen Drei- 
ecks genügen auf den Flächen konstanter nega- 



1 entscheiden ISBI, ob zwei gegebene 
aufeinander abwickelbar sind oder 
irkungen über die Fliehen von nnver- 
nmaogimaSe": Grelle, Bd. XIX, S. 370 



i. 0»mc 
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1 46 V' ^" wtitere Entwiclduns der nichteaUidischcn Geometrie. 

tivei Krümmung.') Diese Beziehntigeii [paendo- 
spbäiiscbe Tiigoiiometrie] fallen augenscheiDÜch mit 
denen von Tanrinus zusammen, d. h. mit den Fonneln 
der Geometrie von Lobatschefskij-Bolyai. 

§ 69. Aus den vorbeigehenden Paragraphen er- 
gibt eich, daß die EigenschaAen, die sich auf die Winkel- 
summe im Dreieck in der Geometrie der Oberflächen 
konstanter Krümmung beziehen resp. eatsprechen: 

für K*^ o, den in der Ebene gültigen kraft der 

Hyp. d. r. Winkel; 
für Ä'> o, denen, die bei Geltung der Hyp. d. 

st Winkels bestehen würden; 
für Ä'<o, den in der Ebene kraft der Hyp. d. 

ap. Winkels gültigen. 

Das eiste dieser Ei^ebnisse ist a priori evident, 
weil es sich um die abwickelbaren Flächen handelt. 

Die Analogie üwischeii der Geometrie aaf den 
Flächen konstanter negativer Krümmung z. B. und der 
Lobatschefskij-Bolyaiachen Geometrie könnte man 
noch deutlicher machen, wenn man die Beziehungen 
zwischen den Elementen der auf diesen Flächen ge- 
zogenen geodätischen Dreiecke und die Formeln der 
nichteuklidischen Trigonometrie einander gegenüberstellte. 
Ein solcher V^gleich wurde von E. Beltrami in seinem 
„Saggio <M inttrprtlaxiimt delta geo/netria non tucUdeii^ *) 
gemacht. 

I) Mindiag: „Beiträge zur Theorie der kärzesten 
Linien anf krummen Flachen": CteUe, Bd. XX, 8.313— 
37 [1840]. D. Codazzi: „Intemo alle super/feie, U quaii hanno 
costanie ü prodatto de' due raggi di curvatura"; Ann. di Scienie 
Mat e Fis., t Vm, p. 346—55 [1857]. 

a) ffiom. di Matern., tVI, p. 384— 312 [1868]. — Opere 
Mat, t I, p. 374—405 [HÖpU 1903]. 
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Flüchen all Bilder der DicKtetiklidiKclieii Ebene. 
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Es ergibt sich so, daß die Geometrie auf einer 
Oberfläche konstanter positiver oder negativer Kiümmnug 
betrachtet werden kann als eine konkrete Deutttng 
der nichteuklidischen Geometrie, die man anf 
einem begrenzten Gebiet der Ebene bei An- 
nahme der Hyp. des stumpfen Winkels oder der 
des spitzen Winkels erhält. 

Die Möglichkeit, die Geometrie zweidimensionaler 
Mannigfaltigkeiten mittels der gewöhnlichen Flädien 
zu denten, war 3. Riemann [1826 — 18Ö6] bekannt 
seit 1854, in welchem Jahr er seine berühmte Habili- 
tationsschrift verfaSte: „Über die Hypothesen, welche 
der Geometrie zugrunde liegen"'), die ab Grund- 
pfeiler der difTerentialgeometrischen Richtung ragt. 

I) „Riemanns Werke", 1. Aufl. [1B76], S. 254—69; 
2. Anfi. [1892], S. 272—87. Sie wnrde 1854 von Riemann rer- 
leseii bei seiner HabiliUtioa an der philosophischen Fakoltät in 
Götüngen, vor einem nicht nur aus Mathemaükem znsaimnen- 
gcietzten Publikum. Deswegen enthält lie Iceine analytischen Ent- 
wiclduDgen und die dort auseinandergesetzten Begriffe haben vor- 
wicgend antcbanllche Form. Snige analytische Eilü&nmgen finden 
sich in den Anmerkungen der von Riemann als Antwort auf 
dne Freisfrage der Pariser Akademie eingeachickten Abhandlung 
[Riemanns Werke, l.Aufl., S. 384 — 91; 2. Anfl., S. 391— 404]. 

Die philosophische Grundlage der „HabilitationEschrift" ist 
das Stndiam der Dinge nach ihrem Verhalten im nnendlich 
Kleinen. Vgl. die Rede von Klein: „Riemann und seine 
Bedeutung in der Entwicklung der modernen Mathe- 
matik", Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 4, 
S. 71 — S2, Berlin 1S94, nbenetit ins ItaHeniaehe von E. Pascal, 
Annali di MaL (2), t. XXHI, [S. 222]. 

Die „Habilitationsschrift" wurde erst 1867 [Gott, Abh. 
Xm] nach dem Tode des Verfassers veröffentlicht von Dede- 
kind, daim ins Ftaniösische äbersetzt von J. Hoüel [Annali di 
Mal. (2), t. m, 1870; Oeuvres Math, de Riemann, 1876], ins Eng- 
lische von W. Clifford {Natnrc, tvm, 1873] und von G. B. 
Halsted [Tokyo «ngakn bntsniigakn kwai kiji, t VJI, 189s], ins 
Polnische von Dicksteln [Comm. Acad. lAa. CracovientU, L IX, 
10 • 
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1 4.8 V. Die veittre Entwicklniig der mchteokUdischen Geometrie. 

Die Deutung von Beltrami stellt sich als besonderer 
Fall der Rl em an n sehen dar. Sie zeigt uns durch die 
Eigenschaften der Flächen konstanter Krämmung klar, 
wie die Kette der aus den drei Hypothesen übor die 
Winkelsumme eines Dreiecks gewonnenen Folgerungen 
zu logisch zusammenhängenden geometrischen Systemen 
führen muß. 

Dieser Schluß scheint, was die Hyp. d. stumpfen 
Winkels angeht, deu Lehrsätzen von Saccheri, 
Lambert und Legendre zu widersprechen, die die 
M^lichkeit einer auf die genannte Hypothese gegründeten 
Geometrie von Anfang an ausschließen. Der Wider- 
spruch wird übrigens leicht entfernt, wenn man bedenkt, 
daß bei dem Beweis jener Lehrsätze nicht nur Funda- 
mentaleigens chatten benützt werden, die sich auf ein 
beschränktes Gebiet der Ebene beziehen, sondern auch 
Eigenschaften der vollständigen Ebene, z. B. die Uo- 
begrenztheit der Geraden. 



Grundlagen einer ebenen Geometrie nach 
Riemaims Ideen. 

§ 70, Die vorhergehenden Bemerkungen führen 
ans zur Grundlegung einer metrischen Geometrie, die 
vom Euklidschen Postnlat absieht und einen allgemei- 
neren Gesichtspunkt einnimmt als der obige. 

a) Wir setzen fest, daß wir von einem be- 
grenzten Teil der Ebene ausgeben [Normalregion], 
nicht von der gaDzeo Ebene; 

b) wir lassen als Postulate die elementaren 
Sätze zu, die unserer sinnlichen Wahrnehmung 

1877], ins RiuiiBche von D. Sintsoff [Berichte der iiutth.- ph;s. 
GcseÜschaft an der kaiserlichen Univenität Kssan (1), t. EU, An- 
h«ig 1893]. 
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eatDommen sind; Sätze, die sich auf die Be- 
Htimmbaikeit der Geraden beziehen, auf Kod- 
ginenz usw.; 

c) wir setzen fest, daS die Eigenschaften des 
AnfangBgebiets auf die Umgebung eines be- 
liebigen Punktes dei Ebene ausgedehnt werden 
können [wir sagen nicht auf die vollständige 
mit einem Blick umfaßte Ebene]. 

Die auf Grundlage dieser Prinzipien entwickelte 
Geometrie wird die allgemeinste ebene Geometrie sein, 
die mit den Angaben verträglich Ist, welche das Er- 
gebnis unserer Eri^ahrungen im strengen Sinn genommen, 
aber unter Beschränkung auf ein zugängliches Gebiet 
ausdrücken. 

Auf Grund des in § ög Gesagten ist es klar, dafi 
die genannte Geometrie eine konkrete Deutung m der 
der Flächen konstanter Krümmung ßnden wird. 

Aber dieses Entsprechen besteht nur vom [diffe- 
Tentiellen] Gesichtspunkt aus, wo nur begrenzte Ge- 
biete veigUchen werden. Stellt man sich aber auf den 
[integralen] Standpunkt, wobei die Geometrie der 
ganzen Ebene und die Geometrie auf einer Fläche ver- 
glichen wird, so besteht das Entsprechen nicht mehr. 
Man kann in der Tat unter diesem Gesichtspunkt schon 
keineswegs sagen, daß auf zwei Flächen derselben kon- 
stanten Khimmung dieselbe Geometrie gilt. So hat z. B. 
ein Kreiszylinder die Krümmung Null und ein Gebiet 
von ihm kann auf ein Gebiet der Ebene abgewickelt 
werden, aber der ganze Zylinder ist nicht in dieser 
Weise auf die ganze Ebene abwickelbar. Die Geometrie 
des unbegrenzten Zylinders unterscheidet sich von der 
der unbegrenzten euklidischen Ebene. In der Tat gibt 
es auf dem Zylinder geschlossene geodätische Linien 
[Kreisschnitte] und im atigemeinen treffen sich zwei 
geodätische Linien auf ihm [Schraabenlinien], in einer 
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aneudlicheD Anzahl von Punkten, also erst recht in zwei 
Funkten. 

Entsprechende Unt^schiede werden im allg^emeinen 
bestehen zwischen einer der manschen nichteaklidischea 
Geometrien, die man auf die Basis der oben ausgespro- 
chenen Poatulate begründen könnte, und der Geometrie 
auf einer entsprechenden Fläche konstanter Krümmung. 

Wenn wir versuchen, die Geometrie auf einer Fläche 
konstanter Krümmung [z. B. auf der Kugel oder auf der 
Pseudosphäre] im vollen Sinn zu umfassen, so sehen 
wir im allgemeinen, daß die Haupteigenschaft einer 
Normaliegion hinsichtlich der durch zwei Punkte gehen- 
den geodätischen Linie zn gelten aufhört Diese Tat- 
sache ist aber keine notwendige Folge der Hypothesen, 
auf die sich im oben ausgesprochenen Sinn eine all- 
gemeine metrische nichtenkhdische Geometrie der Ebene 
gründet. In der Tat, wenn man fragt, ob ein System 
der ebenen Geometrie logisch möglich ist, das den Be- 
dingungen a), b), c) genfigt und so beschaffen ist, daB 
die Kongruenz postulate und das über die Bestimmung 
einer Geraden in der vollständigen Ebene gelten, so er- 
hält man auBer denn gewöhnlichen euklidischen System 
die beiden fönenden Systeme: 

1. Das System von Lobatschefskij-Bolyai, 
das uns schon b^egnet ist, wo durch einen Punkt zwei 
Parallele zu einer Geraden gehen. 

2. Ein neues System [das sog, Riemannsche], 
das der Hypothese des stumpfen Winkels von 
Saccheri entspricht, und wo es keine Parallelen gibt. 

In diesem letzteren System ist die Gerade eine ge- 
schlossene Linie von endUcher Länge: man vermeidet 
dadurch den Widerspruch, dem man entgegengehen 
würde bei d« Annahme der off^ien [uneadUchen] Linie, 
eine Hypothese, von der man beim Beweis des Satzes 
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vom Außenwinkel bei Euklid und einig» Eigebnisse 
von Saccheri Gebrauch macht. 

§ 71. Der erste, der die Existenz eine» mit der 
Hyp, d. stumpfen W. verträglichen Systems bemerkte, 
war Riemann, weil er zuerst die Hypothese der un- 
endlichen Geraden durch die andere allgemeinere der 
unbegrenzten Geraden ersetzt hat. Der hier auf- 
tretende Unterschied zwischen unendlich und unbegrenzt 
ist von grundl^ender Bedeutung. Führen wir zu diesem 
Zweck die Worte von Riemann an: „Bei der Aus- 
dehnung der Raumkonstruktionen ins UnmeBbargroBe ist 
Unbegrenztheit und Unendlichkeit zu scheiden; jene ge- 
hört zu den Ausdehnungsveihältnissen, diese zu den 
MaBverhältnissen. Daß der Raum eine unbegrenzte drei- 
fach anagedehnte MaDuigfaltigkeit sei, ist eine Voraus- 
setzung, welche bei jeder AutTassung der Außenwelt an- 
gewandt wird, nach welcher in jedem Augenblick das 
Gebiet der wirklichen Wahrnehmungen ergänzt und die 
möglichen Orte eines gesuchten Gegenstandes konstruiert 
werden und welche sich bei diesen Anwendungen fort- 
während bestätigt. Die Unbegrenztheit des Raumes be- 
sitzt daher eine größere empirische Gewißheit, als irgend- 
eine äußere Erfahrung. Hieraus folgt aber die Unend- 
lichkeit keineswegs; vielmehr würde der Raum, wenn 
man Unabhängigkeit der Körper vom Ort voraussetzt, 
ihm also ein konstantes Krümmungsmaß zuschreibt, not- 
wendig endlich sein, sobald dieses Krümmungsmaß einen 
noch so kleinen positiven Wert hätte.')" 

SchlieBlich ist das Postulat, das der Geraden eine 
unendliche Länge zuweist, worüber Einverständnis herrscht 
bei den Untersuchungen der früheren Geometer, für 
Riemann nicht weniger bestreitbar als das Paralleten- 

i) Vgl. die „HabllltationtscbTift" von Riemanii, 
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postulat: was Riemann für unbestreitbai hält, ist die 
Uube^enztheit des Raumes, eine Eigenschaft die ver- 
träglich ist sowohl mit der Hypothese der uneadlichea 
[offeuen] Geraden, wie mit der der endlichen [ge- 
schlossenen] Geraden. 

Die logische Möglichkeit des Riemannschen 
Systems kann man aus der konkreten Deutung ent- 
nehmen, die sie mittels der Geometrie des Geraden- 
bSndels erhält. 

Die Eigenschaften des Geradenbündels werden 
leicht in die der Riemannschen Ebene übersetzt und 
umgekehrt mit Hilfe des folgenden Wörterbuchs: 



Bündel 


Ebene 


Gerade 


Punkt 


Ebene (Büschel) 


Gerade 


Winkel zweier Ger.den 


Strecke 


Keilwinkel 


Winkel 


Dreiflach 


Dreieck 



Wir geben hier als Beispiel die Obersetzung einiger 



der bekanntesten Sätze 

a) Die Summe der drei 
Keilwinkel eines Dreiflachs 
ist größer als zwei rechte 
Keilwinkel. 

b) Alle Ebenen senkrecht 
zu einer anderen Ebene 
gehen durch eine Gerade. 

c) Läßt man jeder Ebene 
des Bündels die Gerade 
entsprechen, in der die zur 
gegebenen Ebene senk- 
rechten Ebenen sich schnei- 



Bündel: 

a) Die Summe der drei 
Winkel eines Dreiecks ist 
größer als zwei rechte 
Winkel. 

b) Alle Geraden senk- 
recht zu einer anderen Ge- 
raden gehen durch einen 
Punkt. 

c) Läfit man jeder Ge- 
raden der Ebene den Funkt 
entsprechen, in der die zur 
gegebenen Geraden senk- 
rechten Geraden sich schnel- 
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den, so erhält man eine den, so erhält man eine 
Zuordnung zwischen Ebenen Zuordnimg zwischen G«- 
nad Geraden, die folgende raden und Punkten, die 
Eigenschan besitzt: die den folgende Eigenschaft be- 
Ebenen eines Büschels ent- sitzt: die den Geraden eines 
sprechenden Geraden ge- Büschels entsprechenden 
hören einer Ebene an, die Funkte gehören einer Ge- 
Ihrerseits zur entsprechen- raden an, die ihrerseits zum 
den Geraden die Achse des entsprechenden Funkt das 
Qüschels hat. Zentrum des Büschels hat 
Die so bestimmte Zu- Die so bestimmte Zu- 
ordnung erhält den Namen ordauog erhält den Namen 
absolute [orthogonale] Po- absolute Polarität der 
larität des Bündels. Ebene. 

% 73. Eine wichtige Bemerkung über die Hyp, d. 
stumpfen W. hat neuerdings Dehn gemacht. Mit Be- 
zugnahme auf die Schlußfolgerungen von Saccherj 
[S. 32], Lambert [S. 47], Legendre [S. $g] bemerkt 
man leicht, daß diese Autoren beim Beweis der Falsch- 
heit der H}>p. d. stumpfen W. sich nicht nur der 
Hypothese der unendlichen Geraden, sondern auch der 
archimedischen Hypothese bedienten. Wir können 
uns jetzt &agen, oh diese letztere wirklich notwendig 
ist, um das Ergebnis festzustellen. In anderen Worten, 
wir können uns fragen, ob, wenn man das aichi- 
medische Postulat ausschließt, die beiden Hypothesen, 
von denen die eine den Geraden der Charakter der 
offenen Linien zuerteiit, und die andere der Winkel- 
Summe im Dreieck einen größeren Wert als 180*, mit- 
einander verträglich sind. Auf diese Frage antwortet 
Dehn in der S. 32 Anm. 1 genannten Arbeit durch 
Konstruktion einer nichtarchimedischen Geometrie, 
wo die Gerade offen ist und die Dreiecke die zweite 
Saccherische Hypothese erfüllen. Also ist die zweite 
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der drei Hypothesen von Saccberi v^träglich mit der 
Hypothese der offenen Geraden im Sinn eines nicht- 
archimedischen Systems. Die neue Geometrie wurde 
von Dehn „Nicht-Legeudresche Geometrie" ge- 
genannt. [Vgl. oben § SQ, S. 127.] 

g 73. Obwohl, wie wir schon gesagt haben, die 
Geometrie einer Oberfläche konstanter [positiver oder 
negativer] Krümmung im allgemeinen nicht die ganze 
nichteuklidische Geometrie der Ebene von Loba- 
tschefskij und von Riemann widerspiegelt, so kann 
man sich fragen, ob ein solches Entsprechen stattfinden 
kann fBr iigeadeine besondere Oberfläche. 

Diese Frage beantwortet sich so: 

I. Es gibt keine reguläre^) analytische Ober- 
fläche, auf der in ihrer vollen Ausdehnung die 
Bolyai-Lobatscbefakijsche Geometrie gilt [Lehr- 
satz von Hilbert*}]. 

l) D. h. frei toq SiagularitätcD. 

1) „Über Flächen von konstanter GauSschcT Krüm< 
mung." Tfansactioiu of the Americnn Math. Society, t. II, p. 86 
—99 [1901]; „Ornndlagea der Geometrie", l. Aufl., p. 162 
— 175 [Leipzig, Teubner, 1903]. 

Die durch Huberts Lehrsatz gelöste Frage wurde von 
den Geometem infolge von Beltramis Deutung der Loba- 
tachefskij-Bolyaischen Geometrie aufgeworfen. — Helmholtz 
hatte 1870 in seinem Vortrag: „Über Urspnu^ nnd Bedeatnng 
der geometrischen Axiome." (Vortnige und Reden, Bd. H, S. II 
(Braunschweig 1884) die Unmöglichkeit behanptet, eine in allen 
Richtungen unendlich ausgedehnte pseudo - sphärisclie Obetfläclie 
IQ konstruieren, und A. Genocchi deckt in semer „Lettri il 
Mr. Quettlet tur droersts questions mathJmatigues" [Belgiqoe 
Bnll, (i), t. XXXVl, p. 181— 19S, 1873] und ansfnhtUcher 
in der Schrift; „Sur une Memoire dt D. Fancentx tt lur les 
giomdtrits «on ■ tuclidiemu!" [Torino, Memorie (3), t, XXIX, 
S. 365—404, 1877] zuerst die UnvollstandiEkeit gewisser der An- 
scbauimg entnommenen Eraägnngen auf, die den Bew^s für die 
konkrete EilBlenz einer für die Darstellung der gaaien nichteukü- 
dlichen Ebene geeigneten Fläche in erbringen rielteu, and betont die 
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2. Eine Fläche, auf der in ihrer ganzen Aus- 
dehnung die Geometrie der RiemauiiBchen Ebene 
gelten würde, müßte notwendig geschlossen sein. 

Die einzige reguläre analytischegeschloasene 
Fläche konstanter positiver Krümmung ist die 
Kugel [Lehrsatz von Liebmann^)]. Aber auf der 
Kugel, in deren Normalregionen die Rtemannsche 
Geometrie gilt, treffen sich zwei Gerade Immer in zwei 
[gegenüberliegenden] Punkten. Wir scblieBen deshalb: 

Im gewöhnlichen Raum gibt es keine Flächen, 
die in voller Ausdehnung alle Eigenschaften der 
nichteuklidischen Ebenen verwirklichen. 

§ 74. An diese Stelle gehört die Bemerkung, 
daB die Kugel allein unter allen Flächen konstanter, von 
Null verschiedener Krümmung mit einer Eigenschaft be- 
haftet ist, die sie mehr als die anderen in die Nachbar- 
schaft der Ebene bringt. In der Tat kann die Kugel 



Wahrscheinlichkeit der Eiisteni singuUrer Paukt« [wie z. B. die 
»uf der Riickkchrkante von Flg. 53 gelegenen] bri jedem be- 
stitamtcci Modell von Oberßäclien konstanter negadver Krümmnng. 

Über den Lehrsatz von Hilbert fügen wir noch hiniu, dafi 
der Tom Verfasser festgesetite analytische Charakter der Oberfläche 
fÖT Flüchen positiver Krümmung als überflüssig erwiesen wurde. 
Man sehe liierüber die Dissertation von G. Lütkemeyer; „Über 
den analytischen Charakter der Integrale von partiellen 
Differentialgleichungen" [Götdngen 1902] und die Note von 
E. Holmgren: „Sur iei lur/arei d cottrbtirt censtante negative". 
Comptes Rendns 1 Sem., 1902, p. S40 — 43. 

I) „Eine neue Eigenschaft der Kngel." Gott Nach- 
richten 1899, S, 44—54. — Anf S. 171—175 der „Grundlagen 
der Geometrie" von Hilbert wird diese Eigenschaft ebenfalls 
bewiesen. Wir bemerken, daB die Flächen konstanter positiver 
Kxnmmnng notwendig analytisch sind. Man lese darüber nach 
in der genannten Dissertation von Lütkemeyer [S. 163] und in 
der Abhandlung von Holmgren: „Ober eine Klasse von 
partiellen Differentialgleichungen der zweiten Ord- 
noiig", Math. Ann., Bd. 57, S. 407 — 30 [190]]. 
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auf sich selbst hin bewegt werden in derselben Weise 
wie die Ebene, so daß die Eigenschaften der Kon- 
gruenz nicht nur för Normalregionen gelten, sondern 
wie bei der Ebene für die ganze mit einem Blick um- 
faßte Eugeloberfläche. 

Biese Tatsache bringt uns auf eine Ausdrucksfonn 
für die Postulate der Geometrie, wobei a priori die 
Möglichkeit der Existenz einer Ebene mit allen charak- 
teristischen Eigenschaften der Kugel einscbliefilich der 
einander gegenüberliegenden Funkte nicht ausgeschlossen 
wird. Man könnte in der Tat fordern, daß auf der 
Ebene gelten: 

1. die Postulate b), c) [vgl. § 70] in jeder Nonnal- 
region ; 

2. die Postulate der Kongruenz für die ganze Ebene. 
Man würde dann die geometrischen Systeme von 

Euklid, von Lobatschefskij-Bolyai und von Rie- 
mann finden [elliptischer Typus], die uns oben be- 
gegnet sind, wo zwei Gerade nur einen gemeinsamen 
Punkt haben; und ein zweites Riemannsches System 
[sphärischer Typus], wo zwei Gerade im allgemeinen 
immer zwei Punkte gemein haben. 

§ 75. Wie Riemann sich seine vollständige Ebene 
vorgesteUt bat, d. b., ob er sie sich als elliptische 
Ebene oder Kugelebene gedacht hat, oder ob er 
beide Mögliebketten erkannt hat, kann man nicht fest- 
stellen, weil er in seiner Abhandlung Differentialgeometrie 
treibt und nur wenige Worte den vollständigen Formen 
widmet. Weiter haben die Nachfolger seiner Richtung, 
nnter ihnen Beltrami, beständig die Riemannsche 
Geometrie in Beziehung auf die Kugel betrachtet und 
werden daher zu der Annahme veranlaßt, daß auf der 
vollständigen Riemannschen Ebene wie auf der Kugel 
[wegen der Existenz gegenüberliegender Punkte] das 
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Postulat der Bestimmung der Geraden AusDahmen er- 
litte^) und dafi die einzige mit der Hyp. d. stumpfen 
Winkels verträgliche Form die Kugelebene ist 

Die wesentlichen Eigenschaften der elliptischen 
Ebene wurden im Jahre 1859 von A, Cayley [1821 
— 1895] gegeben, aber die Beziehnng zwischen diesen 
Eigenschaften und der Dichteuklidischen Geometrie wtude 
von Klein erst 1871 hinzugefügt. Klein verdankt man 
auch die klare Unterscheidung zwischen den beiden 
Riemannscben Geometrien und die Darstellung der 
elliptischen ab Geometrie des Strahlbündels [vgl. § 71]. 

Um einzusehen, worin der Unterschied zwischen 
der sphärischen Geometrie und der eliiptiachen besteht, 
lenken wir die Au&nerksamkeit auf zwei Typen von 
Oberflächen, die im gewöhnlichen Raum auftreten, näm- 
lich auf die Flächen mit zwei Seiten [zweiseitige] und 
auf die mit einer einzigen Seile [einseitige]. 

Beispiele von zweiseitigen Flächen sind die ge- 
wöhnliche Ebene , die Oberflächen zweiter Ordnung 
[konische, zylindrische, sphärische] und im al^emeinen 
aUe die, welche Körper einschlie&en. Auf ihnen kann 
man zwei Seiten unterscheiden. 

Ein Beispiel einer einseitigen Fläche ist uns durch 
das Möbiussche Blatt gegeben, das man leicht so 
konstruiert. Wir schneiden einen rechtwinkligen Streifen 
ABCD aus; statt aber die gegenüberliegenden Seiten 
AB, CD so zu verbinden, daß man eine zylindrische 
Fläche erhält, verbinden wir dieselben Seiten, nachdem 



i) VgL z. B. die kurze Bemerkung über die Geometrie der 
RJnme von konstuitei positiver Kriimmnng, mit der Beltr«mi 
leine Abhandlung ,,Xeoria fondairuntale degli spati di iiurvaiura 
eastattte" [Annali di Matern. (2), t. H, p. »32—55, t868] scMieflL 
IHese Abhandlung, auf die wir in der Folge Eurückkommen müsaen. 
wurde von Hoüel ins Frani5»iBche öberietit, T. VI. p. 3*7—77, 
der Annsles sdent. de l'£cole Nonnkk inpirienie. 
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eine von ibnen, z. B. CD, sieb um ihren Mittelpunkt nm 
180" gedreht hat. Dann wird das, was die obere Fläche 
dea Rechtecks war, in der Nähe von CD fortgesetzt auf 
der unteren Seite dea ursprünghchen Rechtecks, so dafi 
auf dem Möbiusschen Blatt die Unterscheidung 
von innea und außen unmöglich wird. 

Will man die einseitigen Flächen von den zwei- 
seitigen unterscheiden mittels einer Eigentümlichkeit, die 
nur von inneren Eigenschaften der Fläche 
abhängt, so verfahre man folgendermaßen. 
Man nehme einen Funkt auf der Fläche 
fest an und einen Drehungssinn um ihn, 
dann lasse man den Pankt einen ge- 

schlossenen Weg durchlaufen auf der 

MöbinEsches Blatt. Fläche, der einen etwa vorkommenden 
^'*- 55' Rand nicht überschreitet: bei den zwei- 

seitigen Flächen wird, wenn der Punkt in die Anfangs- 
lage zurückkommt, der anfängliche Sinn der Drehung 
mit dem endgültigen übereinstimmen; für die einseitigen 
Flächen [wie man leicht auf dem Möbiusschen Blatt 
bestätigt , indem man die mittlere Linie der Fläche 
durchläuft] gibt es geschlossene Wege, für die der Sinn 
der Drehung am Ende dem anfänglichen entgegen- 
gesetzt ist. 

Kehrt man zu den beiden Ebenen von Riemann 
zurück, so kann man jetzt leicht erklären, worin ihr 
wesentlicher Unterschied besteht: Die Kugelebene hat 
die Eigenschaften der zweiseitigen Flächen, die 
elliptische Ebene die der einseitigen Flächen. 

Die hier ausgesprochene Eigenschaft der elliptischen 
Ebene findet sodann wie alle anderen eine konkrete 
Deutung im Gera den bündel. 

In der Tat vertauscht ein Umklappen einer Geraden 
in sich, um den Stützpunkt des Bündels, die beiden 
Drehungen mit^nander, die diese Gerade zur Achse haben. 
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Eine andere mit der vorigen verknüpfte Eigenachafl 
der elliptischen Ebene ist folgende: Die elliptische 
Ebene wird im Gegensatz zu dem, was bei der enkli- 
dischen und den anderen nichteuklJ diachen eintritt, duich 
ihre Geraden nicht in zwei Blätter zerlegt. Man 
kann sich auch in der Weise aasdrücken, indem man 
sagt: Bind auf ihr zwei Punkte A, A' und eine beliebige 
Gerade gegeben, so kann man vom Punkte A zum 
Punkte A' gelangen durch einen Weg, d^ die Ebene 
nicht verläfit und die Gerade nicht schneidet.^) 

Diese Tatsache wird in eine dentliche Eigenschaß 
des Bündels übersetzt, die in Erinnerung zu bringen 
überflüssig ist. 

§ 76. Ähnlich der Deutung der elliptischen Ebene 
ist die, welche sich von der Kugelebene geben läBt, 
mittels des Strahlen- [Halbgeiaden-] Bündels. Die 
Übersetzung der Eigenschaften dieser Ebene in die 
Eigenschaften der Strahlen wird mit Anwendung eines 
Wörterbuches hergestellt, das dem in § 71 ähnlich 
ist, wobei das Wort Punkt dem Wort Strahl gegen- 
übersteht. 

Die Betrachtung des Strahlenbündels neben dem 
Geiadenbündel bewährt sich sehr gut bei Erklärung der 
Beziehungen und der Unterschiede, welche zwischen den 
beiden Riemannscben Geometrien bestehen. 

Wir können zwei Bündel betrachten, ein Geraden- 
nnd ein Strahlenbündel mit demselben Stützpunkt. Es 
ist klar, daß jeder Geraden des einen zwei Strahlen 
des zweiten entsprechen, daß jede Figur des ersten aus 
zwei symmetrischen des zweiten besteht, und daB 
unter gewissen Einschränkungen die metrischen Eigen- 

i) Eine Fläche, die genau die ZusammeahangsverhältnisBe 
der elliptiichen Ebene besiut, hat W. Boy konstniiert (Gott. Be- 
richte 1900, S. 20—23. Math. Annalen 57 (1903), S. 151—84. 
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l6o ^' ^i' weitere Entwicklung der oichtetiklidiicbeii Geometrie. 

Schäften der beiden Formen dieselben aind. Kommt 
man abo überein, die beiden entgegengesetzten Strahlen 
des Strahlbündels als ein einziges Element bild^id zu 
betrachten, so fällt das Strahlenbündet mit dem Geraden- 
bändel zusammen. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich auf die beiden 
Riemannschen Ebenen anwenden. Jedem Punkt der 
elliptischen Ebene entsprechen zwei getrennte gegenüb er- 
ntende der Kngelebene, zwei Geraden der eisten, die 
durch diesen Punkt gehen, zwei Gerade der zweiten, 
die zwei Punkte gemein haben usw. 

Die elliptische Ebene mufi also neben der Kugel- 
ebene als Doppelebene aufgefaßt werden. 

Hinsichtlich der elliptischen Ebene und der Kngel- 
ebene ist zu bemerken, daß die in § 56 angegebenen 
Formeln der absoluten Tri^nometrie sich darauf in 
jedem geeignet begrenzten Gebiet anwenden lassen. Das 
folgt aus der schon in § 58 erwähnten Tatsache, daß 
die Formeln der absoluten Geometrie auf der Kugel 
gelten, deren Geometrie, was die Noimalregion betrifft, 
mit der der beiden geoaimten Ebenen übereinstimmt. 

Grundzage einer Raumgeometrie nach Riemann. 

§ 77. Wir wenden uns jetzt dem Raum zu und 
gehen von der philosophischen Grundlage aus, daß anch, 
wenn man den Fostulaten nach Voraussetzung wirkliche 
Bedeutung zuerkennt, sie Wahriieiten der Erfahrung aus- 
drücken, die nur in einem beschränkten Gebiet be- 
stätigt werden können, und wir setzen voraus, daß auf 
Grundlage der genannten Postulate die Raumpunkte 
durch drei Koordinaten x^, x^, x^ dargestellt sind. 

Bei dieser [analytischen] Darstellung werden jeder 
Linie drei Gleichungen entsprechen mit Parameter: 

^.-/iW- *.-/,W. ^,-A('h 
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linienetement bd Biemaon. i6t 

nnd wir können nos jetzt yomehmen, eine Fnnktioa s 
des ParameteTB / zu bestimmen, die die Länge eines 
Katvenbogeofl ausdrückt. 

Auf Grund der distributiven Eigenschaft, wo- 
nach die Länge eines Bogens gleich der Summe der 
L-ängen der Teile ist, in die man ihn sich zerlegt denken 
kann, wird eine solche Funktion vollständig bestimmt, 
wenn man das Abstandseiement zweier unendlich 
benachbarter Punkte kennt, mit den Koordinaten 



x^ + dJe^, xj + dx,, x,+ dx,. 

Riemann geht von sehr allgemeinen Annahmen 
aus, die in der einfachsten Weise erfüllt sind, wenn 
man als Ausdruck ffir das Quadrat des Abstandselements 
[dt*] eine in den Differentialen der Veränderlichen qua- 
dratische, beständig positive Form annimmt: 

d^~^afjdx,dxj, 
wo die a^j Funktionen von x^, x^, x^ sind. 

Aus der Annahme des Grundsatzes, dafi die Figuren 
sich übereinanderschieben lassen, beweist man, daß die 
Funktionen a^^ von solcher Beschaffenheit sind, daß man 
Infolge geeigneter Abändemng des Koordinatensystems 
erreichen kann, daß ds' die Form annimmt: 

wobei die Konstaate IC das ist, was Riemann mit Er- 
weiterung des GauBschen Begriffs passend als Krüm- 
mung des Raumes bezeichnet. 

Je nachdem Ä" größer, gleich oder kleiner als Null 
ist, haben wir den Raum von konstanter positiver Krüm- 
mung, den Raum von der Krümmung Null und den 
Raum von konstanter negativer Krümmung. 
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l62 V. IK< wdtcK EDtwtckfainc der DkhtenkUdiichm Geometrie. 

Gehen wir einen Schritt weiter and dehnen das 
Prinzip, daß die Figuren nch übereinand«^ gchiä>en 
lassen [Prinzip der Beweglichkeit], auf den ganzen Raum 
ans and ebenso das Postulat, wonach die Gerade aus- 
nahmslos durch zwei Punkte bestimmt ist: man findet 
dann drei Raumfonnen, d. h. drei logisch mögliche und 
mit unseren Ausgangspunkten verträgliche Geometrien. 

Die erste dieser Geometrien, die der positivrai 
KrünuDung entspricht, ist durch die Tatsache chaiakte- 
riaiert, daß In jeder Ebene das RiemannHche Sjstem 
gilt, weshalb der Raum positiver Krümmung in allen 
Richtungen endlich ist; die zweite, der Krümmung Null 
entsprechende, ist die gewöbnliche euklidische; die dritte 
endlich, die dem ne^^thren Wert der Krümmung ent- 
steht, ergibt in jeder Ebene das Lobatschefskij- 
Bolyaische System. 



Das Werk von H. Helmfaoltz und die Unter- 

Buchungen von S. Lie. 

§78. Aach Herniann v. Helmboltz [1821 — 

1894] bat in einigen seiner Schriften mathematischen 

und philosophischen Inhalts*} die Frage nach den Grund- 

I) „Übci die tatKScIilicbeii Grundlagen der Geo- 
metrie"; Heidelberg, Verhandl. d. natnrw.- med. Vereins, Bd. IV, 
S. 197—202 [186B]; Bd. V, S. 31—32 [1869]. — Wissenscliaft- 
Ucbe AbhuidluDgeD von H. HelmliDltz, Bd. H, S. äio— 17. 
[Leipzig 1SS3.J Sie wurde von J. Hoüel ins Französische über- 
Eetzt nnd in den Mimoires de la Sodit£ des Sdences Phys. et 
NbL de Bordcaui [lV> 1868] veröffentliclit und auch zusammen 
mit den „&iudet gJomJtriques" von Lobatschefskij und der 
„Ctmipcndanci di Gaufi et de Sckumacker" [Paris, Hermann, 
i89S]- 

„Über die Tatsachen, die der Geometrie so Grunde 
liegen«: Gatt Nachr., t XV, S. 193-221 [1868]. — WlMcn- 
schaltliche Abhandhuigeii von Helmboltz, Bd.n, S.618— 3^. 
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liaiendemeiU bei HdniliAlIx nnd IM. 163 

lagen der Geometrie behandelt. Statt vos vomberein 
die Form 1 



Js^ =^a,jdxtdx^. 



für den Ansdrnck des Abstandsdements, hat er geseigt, 
daB dieter Ansdrack in der von Ricmann ihm für die 
Ränme konstanter Krämmtitig gegebenen Fonn die einzig 
mögliche ist, wenn man den RiemannBcben H>^tfaeKD 
von Anfuig an die 6ber die Bew^lichkeit der Figuren 
hinzufBgt in einer Weise, die der Bewegang starrer 
Körper mtspricht Das Riemann-Helmhotttsdie 
Problem ist einer grändlichen Kritik unterworien worden 
von S. Lie [1842 — 1899]- Fi ging von der gniad- 
legenden, von Klein in den Untennchungen von Helm- 
holtz erkaimten Idee aus, daß die Kongmeoz 
zweier Figuren die Möglichkeit bedeutet, daß 
sie sich ineinander mittels einer bestimmten 
Funkttransformation des Raumes ÜberfAhren 
lassen, und daß die Eigenschaften, für die die 
Kongruenz den logischen Charakter der Gleich- 
heit fordert, mit der Tatsache verknüpft sind, 
daß die Bewegungen eine Gruppe von Trans- 
formationen bilden.^) 



„TAf Axioms of Geometry"; The Academy, t. I, p. 123 — 81 
[1870]. — Revue des conrs scientifiqaes, CVK, S. 498—501 [1870]. 

„Über die Axiome der GeoraetTie"; PopolSre wiHen- 
Eolufttiahe Vorträge, 3, Heft, S. %\ — 54. [Bmuucbvcic 1876.] — 
EogL ÜbenetzDDg: Uind, 1. 1, p. 301 — 21. — Fn^ Übenetzang; 
Revue sdent de la France et de l*£tnuiser (2), t XU, p. 1197 
—1207 [1877]. 

„Über den UrsprnoE, Sinn and Bedeutung der 
geontritchen Sfitse"; WiiienfcbiAliche Abhaadlungen von 
H. Heimholt!, Bd. H, S. 640—60.— Engl. Obenetzung: Uiwt, 
t n, S. 313 — 34 [1878]. 

I) VgL Klein: „VeiKleichende BetTachtuntcn über 
neuere feomelrische Forschungen". [Sdasfen, 1872.] — 
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1^4 V- ^' waitcTe Entwicklung der Dl^tenldiiUscIien Geometrie. 

T)nveg«a wurde du Riemann-Helmholtsiche 
Problem von Lie in folgende Form gebracht: 

Die kontinnierlichen Ranmgruppen zu be- 
stimmen, die in einem begrenzten Gebiet die 
Eigenschaft der Bewegungen haben. 

Nachdem in geeigneter Foim diese Etgeosdiafien 
gefordeit sind, die sich auf die fieie Beweglichkeit 
der Linienelemente und Flächenelemsate durch einen 
Pnnkt beziehen, findet man drei Typen von Gruppen, 
welche die drei Geometrien von Euklid, Loba- 
tschefskij-Bolyai und Riemana ctiaiakteriaieren.') 



Projektive Richtung. 

Unterordnung der metrischen Geometrie 
unter die projektive, 
§ 79. Endlich steht auch die projektive Geo- 
metrie in einer eleganten Bezi^ung zu den drei geo- 
metrischen Systemen von Euklid, Lobatschefskij- 
Bolyai und Riemann. 

Um auch von dieser letzteren Behandlungsart des 
Problems eine Vorstellung zu geben, erlnneni wir daran, 
daß die projektive Geometrie nach dem System von 
G. C. Standt [i7g8 — 1867] ausschließlich anf graphi- 

Nendmck in den Matli. Annalen 43, S. 63^100, Leipug 1893. 
Ins IlaUenlsehe übersetzt von G. F a n , AniuK di Mat. (2), t. XVC, 

s. 301—43 [1899]- 

I) Vgl. Lie: „Theorie der TransforinationBgrnppeii«, 
T. m, S. 437—543- [Leipäg, Tenbner 1893.] — I" selben Ge- 
dankenging hat H. Foincart in seiner Scfarifl: „Sur les hy^a- 
thises fondameniaux dt la Giomiirie" [Bali, de la SocMt« Madi. 
de France, t. XV, 5. 303—16, 1S87] das Problem gelöst, alle 
Hypothesen anzugeben, die nnter den verschiedenen Trans- 
formatiasigmppen die Fundamentalgruppe der ebenen euklidischea 
Geometrie »oaEeichncn. 



fbyGoOgIc 



Geometrie der Lage. l6\ 

sehen Bcgiiften über die fieslehiuig zwiscbeo deo 
Punkten, Geraden nnd Ebenen berabt und systemadich 
alle Voratellung von Kongruenz und Bewegung [also 
von MaB nsw.j verbannt Demnach wird die projektive 
Geometrie, abgesehen von einer bestimmten Gruppe von 
Postulaten, eine beschränktere Zahl von allgemeinen 
Eigenschaften enthalten, die, waa die ebenen Figuren 
betrifft, die [projektiven] Eigenschaften sind, die bei 
Frojizieiea und Schneiden ungeändert bleiben. 

Nichtsdestoweniger kann man, nachdem im Raum die 
projektive Geometrie eingeführt ist, in ihren Organis- 
mus die metrischen Begriffe einfühlen als Be- 
ziehungen derFiguren zu bestimmten [metrischen^ 
Grundgebildeo. 

Indem wir uns auf den Fall der euklidischen Eben« 
beschränken, wollen wir zusehen, welcher graphischen 
Interpretation die metrischen Fundamentalbegriffe 
Parallelismus und Orthogonalitat fähig sind. 

Wir wollen zu diesem Zweck in besonderer Weis© 
die unendlichferne Gerade der Ebene bebrachtea 
und die absolute Involution, die auf ihr die ortho- 
gonalen Strahlen eines Büschels bestimmen. Die ima- 
ginär konjugierten Doppelpunkte dieser Involution werden 
Kreispunkte genannt wegen ilirer Eigenschaft, allen 
Kreisen der Ebene anzugehören [Poncelet, 1823*)]. 

Dies festgesetzt, drückt sich der Parallelismus 
von zwei Geraden aus durch die Eigenschaft, die 
sie haben, in einem Punkt der unendlich fernen 
Geraden zusammentreffen; die Orthogonalität 
von zwei Geraden drückt sich aus duicb die Eigen- 
schaft der unendlich fernen Punkte, daß sie in 
der absoluten Involution konjugiert sind, d. h.^ 

l) „TraiU def prgpri^tü frcijtctivts dtt ßgvret", 2. Anfl.i 
t I, n- 94, p. 48 [Pari«, G. VUlw», 1865]. 
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■ 66 V- ^' weitet« EBhricUvBC dtr nfckteoklidliclien Geometrie. 

dafi sie di« Kreiipnckte harmonisch trennea. 
[Chatle*, 1850')]. 

Andere metnache Eiffenscbafteo, die graphisch an>- 
gedräckt werden k&nnen, sind die mit den Winkd- 
großen zoiaminenhängendeii, intofeni ak jede Bexiehaog: 

F(A,ß,C...)-o 
■wjaobeii d«i Winkein A, B, C . . . durch die andere 



ersetzt werden kann, wo a,b,c... die Doppelver- 
hSltnisse sind, die von den Schenkeln der Winket tioil 
den [imaginäienj die Scheitel der Winkel mit den Kreis- 
pnnkten verbindenden Geraden gebildet werden jXa* 
^nerre, 1853*)]. 

Allgemeiner beweist man, daß die Kongruenz 
zwischen zwei beliebigen ebenen Figuren durch ehie 
Lagebeziehung zwischen ihr, der unendlich feinen Ge- 
raden und der absoluten Involution ausgedrfickt werden 
kann*), und da die Kongruenz die Grundlage aller 
metrischen Eigenschaften Ist, so folgt, daß die unendlich 
ferne Gerade und die absolute Involution es gestatten, 
der projektiven Geometrie alle Eigenschaften der metri- 
schen euklidischen Geometrie unterzuordnen. Die metri- 
Bchen Eigenschaften erscheinen also in der pro- 
jektiven Geometrie nicht als graphische Eigen- 



l) „TraiU de GJanUtrU lupMntre", z. Aufl., D° 660, p. 415- 
[Pm», G. vmar», 1880.] 

3) „Sur la thJori* det ftyirs." Noav. Ana., t XII, p. 57. 
OeuTTCB de Lmgnerrc, tU, p. 11—13. [Faijs, G. Villan, 1902.] 

3} Siehe i. B. die „Laümi di Geomttria fraütttva" von 
F. Enriqnei, p. 177—88. [Bologna, Zuiichelli, 3. Aufl. 1904.] 
— Ke ente Anfl^e üt iu Deatiohe überaetit von H. Fleischer. 
JXeipiig, Teubner, 1903.] 
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MetrisclM GröBcQ ab DoppdrerhSItnJite. i(ff 

Schäften der für sich betrachteten Figuren, 
soDdera als graphische Beiiehungen in Hinsicht 
aaf die metrischen Fundamentalgebtlde, die aus 
der unendlich fernen Geraden und der absoluten 
Involution bestehen. 

Die Gesamtheit der metrischen Fuadantentalgebilde 
bezeichnet man kurz als das Absolute der Ebene 
tCayley]. 

Was wir fiber die Ebene gesagt haben, Ist natfir- 
tich auf den Raum auszudehnen. Im Rann sind die 
metrischen Fundamentalgebilde, welche es gestatten, die 
mätris.chen E^enschaften den graphlscheii unterzuordnen, 
die unendlich ferne Ebene und eine gewisse 
Polarität [absolute Polarität] anf dieser Ebene, die 
durch die Polarität des Bündels bestimmt werden, welche 
jeder Geraden die zu ihr senkrechte Ebene zuordnet 
[vgL § 71]. Der Fundamentalkegelscbnltt der genannten 
Polarität ist imaginär, weil im Büschel keine reellen 
Geraden existieren, die in die entsprechende senkredite 
Ebene fallen. Man sieht dann leicht, dafi er aUe Paaie 
von Kreispunkten enthält, die den verschiedenen Ebenen 
des Raumes aogefaöien, und daß er sich also als Schnitt 
aller Kugeln heraasstellt. Daher die B^ieimung Kugel- 
kreis fflr dieses metrische Fundamenta^ebilde im Raom. 

§ 80. JetEt ergeben sich von selbst die beiden 
folgenden Fragen: 

1. Ist bei den nichteuklidtschen Hypothesen 
die Begründung der projektiven Geometrie 
möglich? 

2. Die Mäglichkeit dieser Begründung vor- 
ausgesetzt, können jetzt die metrischen Eigen- 
schaften, wie Im euklidischen FsU, den pro- 
jektiven untergeordnet werden? 

Die Antwort ist fär beide bejahrad. Wna im 
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r68 V. Die wdtere Entwickliuig der nichtenUidiichen Geometrie. 

Raum das Riemannsche System gilt, so macht die 
Begrfindung der projektiven Geometrie keine Schwierig- 
keit wegen der Tatsache, daß ohne weiteres die graphi- 
schen Eigenschaften gelten, die nach Einffilirung der 
nneigentlichen Gebilde als Grundlagen der gewöhn- 
lichen projektiven Geometrie dienen. 

Wenn im Räume das Lobatscbefskij-Bolyaiscbe 
Sjstem gilt, kann mau auch noch die projektive Geo- 
metrie begründen, indem man mit geeigneter Überein- 
kunft uneigentticbe oder ideale Funkte, Gerade 
und Ebenen einführt, durch dasselbe Merkmal, das 
man im euklidischen Fall befolgt bei Ergänzung des 
Raumes durch die unendlich fernen Elemente. Es würde 
hierfür genügen, neben dem eigentlichen Bündel 
[der Gesamtheit aller durch eisen Punkt gehenden Ge- 
raden] zwei uneigentliche Bündel zu betrachten, von 
denen der eine aus allen einer g^ebmen Geraden in 
einem und demselben Sinn parallelen Geraden besteht 
und der andere aus allen Loten zu einer gegebenen 
Ebene, und uneigentliche Funkte einzuführen, die 
als Stützpunkte dieser Bündel zu betrachten sind. 

Wenn auch den uneigentlichen Punkten, die einer 
Ebene angehören, in diesem Fall nicht wie im eukli- 
dischen eine Gerade zugeordnet werden kann [unend- 
lich ferne Gerade], so bilden sie doch ein ganzes 
Gebiet, das von den wirklichen Punkten [eigentlichen 
Punkten] durch einen Kegelschnitt [Grenzkegelschnitf 
oder unendlich ferner Kegelschnitt] getrennt ist. 
Dieser Kegelschnitt ist der Ort der durch Büschel par- 
alleler Geraden bestimmten uneigentlichen Punkte. 

Im Raum sind sodann die nneigentlichen Punkte 
von den eigentlichen durch eine nicht geradlinige 
Fläche zweiten Grades [Grenzfläche oder un- 
endlich ferne Fläche zweiten Grades] getrennt, 
den Ort der uneigentlichen Punkte, wo die parallelen 



fbyGoogIc 



AtMoIate G«Mde. l6g 

Geraden sich schneiden. Nachdem die Gültigkeit der 
projektiven Geometrie auch für die nichtenklidiscben 
HypothescD b^rfindet ist [Klein*)], so genfigt es, um 
die Unterordnang der metiiacben Geometrie unter die 
projektive zn erhalten, wenn man, wie im euklidischen 
Fall, die metrischen Fnndamentalgebllde [das 
Absolute] betrachtet und die metrischen Eigenschaften 
der Figuren als Lagebeziehnngen von ihnen in bezng 
auf diese Gebilde. Auf der Lobatschefsklj-Bolyai- 
scheo Ebene ist das metrische Fundamentalgebilde der 
Grenskegelschnitt, der das Gebiet der eigentlichen Punkte 
von dem der uneigentlichen Punkte trennt; anr der 
Riemannscben Ebene ist es ein dnrch die absolute 
Polarität definierter imaginärer Kegelschnitt [vgl. 
S. 153]- 

Sowohl im einen wie im andern Fall sind die 
metrischen Eigenschaften der Figuren alle gra- 
phischen, die bei projektiven Transformationen*), 
die das Absolute festhalten, ungeändert bleiben. 

Diese projektiven Transformationen bestimmen dann 
die 00* Bewegungen der oichteuklidischen Ebene. 

Im euklidischen Fall sind die genannten Trans- 
formationen [die das Absolute nicht ändern] die oo* 



1) JÜe Frage der UnabhäDgigkeit der pTojeküven Geometrie 
von der Pindlelentheoric wird von Klein kurz ber&hrt in seiner 
ersten Arbeit „Über die »ogenannte Nicht-Eaklidiiche 
Geometrie". Math. Aon., Bd. IV, S. S73— 625 [1871]. — Ene 
anifährlichere Entwicklung der Fnge kann man nachlesen in der 
zweiten Arbeit von Klein aber dennelben Gegenstand. Math. 
Ann., Bd. VI, S. 112—45 [1873]. 

2) Es ist bekannt, daA unter projektiven Transforma- 
tionen diejemgen verBtanden werden, die jedem Punkt einen Ponkt, 
jeder Geraden eine Gerade iQordnen, and einem Punkt and Gerade, 
die Einander angehören, ebenfalls Punkt und Gerade, die einander 
angehören. 



fbyGoOgIc — 



I ^o V. IHe weitere Entiricklaag der nlchteDldldlccheii Geometrie. 

AbDlichk^tstransforniationeii, unter deoen sich im be- 
sondwn die oo' Bewegungen vorfiadeo. 

Im Raum geschiebt die Einordnung der Metrik in 
die projektive Geometrie mittels der Grenzfiäche zweiten 
Grades [das absolute Gebilde des Raumes]. V/tna 
es reell ist, so erhält man die Geometrie von Bolyai- 
Lobatschefskij, wenn es imaginär ist, erhält man die 
Riemannsche von elliptischem Typus. 

Die metriscb^i Eigeoschaften der Figuren sind al«o 
die Lagebeziehungen des Raumes zu seinem absoluten 
Gebilde, d. h. die Lagebeziehungen, die bei allen 
projektiven Transformationen uDgeäodert blei- 
ben, bei denen das absolute Raumgebilde fest- 
bleibt, 

§ 81. Wie drücken sich i. b. auf das Absolute 
die Begriffe Abstand und Winkel aus? 

Führt man in der projektiven Ebene irgend ein 
System von homogenen Koordinaten (^t:,, x^, x^ ein, 
welches die Geraden durch lineare homogene Gleichungen 
darzustellen gestattet, so wird die Gleichung des ab- 
soluten Kegelschnitts von der Form:. 

Dann wird der Abstand der beiden Punkte ^{^'iX^x^), 
^O'iJ'tJ't)' abgesehen von einem konstanten Faktor, aus- 
gedrückt durch den Logarithmus des Doppelver- 
hältnisaes der Gruppe, die sie zusammen mit 
den Punkten M, N bilden, in denen ihre Ver- 
bindungslinien das absolute Gebilde treffen. 

Setzt man sodann: 



^^-^'^ii^tyi 



und bedenkt man, daB nach der analytischen Geometrie 
das Doppelverhältnis der vier Punkte X, F, M, N durch 
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Fvnneln Sr den Abitwod. 



g^[eben ist, dann wird also der Auadmck D fSr d«o 



Abstand: 

(0 •".,- 1 



I"« 



>„+Väl,- 



-V^ 



oder, wenn man die Umkehrnngen der Kreisfunktioneo 
und der hyperbolischen FnnktiOQen einütUirt'): 




Die Konstante k, die in diesen Formeln erscheint, 
ist dann mit der Riemannschen Krümmung AT durch 
die folgende Beilehnng verbunden: 



I) IMe Beideliiuigeii zwischen den KieisfimktioDen, den hjper- 
bolbvhen Fonktionen nnd der logktiChnÜKhcD Fonktion sind in 
folgenden Idendtfiten enthalten: 






■ + ■ 



V « / ij/i 

\ ' I JV^ 
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V. Me vdto« EntwicUime der nlchlmkllditchen Gcomettic. 



Fnr die projektive Dentai^ des Winkelbegriffs gelten 
entsprechende Betrachtungen. Der Winkel von zwei 
Geraden ist proportional dem Logarithmus des 
Doppelverhältnisses der Gruppe, die sie mit den 
durch ihren Schnittpunkt gezogenen Tangenten 
an das absolute Gebilde ergeben. 

Will man dann, daß die Maßzahl des Vollbfischels 
durch 2 71 gegeben ist, wie in der gewöhnlichen Metrik, 
so mnß man als gemeinsamen Propottionali titsfaktoi 
I : 2i annehmen. Um dann analj^ch den Winkel von 
zwei Geraden u{u^u^Uf), ''{i'xVjV^ auszudrücken, setzen wir: 

Ist b^. das algebraische Komplement des Elementes 
o,^ der Diskiiminante von Q^^, so ist die Tangentea- 
gleichung des absoluten Gebildes gegeben durch 



und der Winkel zweier Geraden durch die folgenden 
Formeln: 



(■•) 



('•) 



• 77 log 



'''m.+T"''!.— '*'»,v„ 



■^u,v — SIC cos 



v~--^-Aic CA- 






ii') 



•^u,v= arc sin 






Derselbe Ausdruck gilt für den Abstand von zwei Punkten 
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und dea Winkel zweier Ebenen der Raamgeometrie, es 
würde die Annahme genügen, daß: 

die (3eid»ingen [fär die Punkte und die Tangential- 
ebenen] des atiaoluten Gebildes im Raum daratelltea, 
wie EUTOT in dn Ebene. Je nacbdraa Q,, -- o die Glei> 
cbnng einer reellen Fläche iweiten Grades mit elliptischen 
Punkten ist, oder die einer imaginären Fläche zweiten 
Grades, beziehen sich die Foimeln auf die Loba- 
tschefekij-Bolyalsche oder anf die Riemannsche 
Geometrie.^) 

§ 82. Die vorhe^ehenden Formeln fSr den Winkel 
Eweier Geraden oder iweier Ebenen enthalten als Special- 
fall die der gewöhnlichen Metrik. In der Tat, betrachten 
wir der Einfachheit halber die Ebene und ein recht- 
winkliges Koordinatensystem, so ist die Tangentenglel- 
(^ong des absoluten Gebildes der euklidischen Geometrie 
[Kreispunkte, g 79]: 

«1' + S' = o- 
Setzt man in dev Formel (2'): 

"•"..-V + V. 1',,-v + oi'. '•'..-■<i«. + »."i. 

so wird aus ihr: 

■^ w, p — arc cos - ■ ■■■■ -i-*.T ' *■■■ ■ ■ ■■ , 
woraus: 

cos («,») — ■ - '^--t.T ., ^'^ - . 

Zieht man jetzt in Rectmang, dafi die Richtong»- 
cosinns der Geraden «(u^u^ti^ sind: 

l) Vgl. hleiza die auföliilicbeti Entwicklnneen in Clebich- 
Llademinn, Vorletnagien aber Geometrie U, 1, S. ^6iS. Ldptig 
1891. 
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COS {ux) — ' , , cos (uy) = 



V'^' + -.' vv + v 

30 wird die letzte Bexiehnng 

COB (a, u) — cos (ux) cos (px) + cos {»y) co« ipy) 
d. i. der gewöhnliche Aasdrack, der den Winkel zweier 
Geraden in der enklidiBchen Ebene eigibt. 

Für den Abstand zweier Punkte X, V liefen die 
Verhältnisse nicht so einfach, wenn das absolute Ge- 
bilde in die Kreispunkte ausartet. In der Tat fallen 
die beiden Schnittpunkte M, N der Geraden XF mit 
dem absoluten Gebilde dann in dem einen unendlich 
fernen Punkt dieser Geraden zusammen, und die Formel (i) 
gibt beständig: 

D^^= i- log {M^N^XY) = -i log I - o. 

Immerhin erlaubt ein geeigneter Kunstgriff die ge- 
wöhnliche Formel fSr den Abstand als GrenzfEdl von (3) 
zu erhalten. 

Um das Ziel leichter zu erreichen, nehmen wir an, 
daß die Gleichungen des [nicht ausgearteten} absoluten 
Gebildes in Funkt- und Linienkoordinaten auf die Form 
gewacht sind: 

Q,,= tx* + e-t,* H- x^^ = o, 
'•'««-«i' + V + eV-o- 

Setzt man dann: 

^ _ yt(*.. yi— .yi-'i >' + Wj-.— j'i4.)'+(-'i.>'.— ^.^i)' 

so gibt die Formel (3) des vorigen Paragraphen: 

D — ik arc sin ^eA. 

Sei £ unendlich klein, dann können wir, indem wir 
Größen von höherer Ordnut^ als der zweiten vemach- 
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liseigeii, an Stelle dea sinus den arcna setzen: Wählen 
wir dann i* unendlich groß, so zwai, daB das Produkt 
i'kYe endlich und der Einheit gleich bleibt fär jeden 
Wert von e, so wird die fn^Uche Formel: 



" V^V+^V + V 



■:r,'* y + i',y,~yr',)' 



Gehen wir jetzt zur Grenze über für e =- O. Dlä 
Tangentengleichung dea absolnten Gebildes wird: 

und entsprechend artet der Kegdschnitt ia cwel kon- 
jugiert imaginäre Punkte aus, die auf der Geraden 
M, = o liegen. Die Formel üüx den Abstand nimmt, 
wenn man die nichdiomogenen Koordinaten: 



einfährt, die Form an: 

°., - V«-V +«-''.)'. 

welche du Merkmal der euklidische« Geometrie Ist 
Damit ist unser Zweck erreicht 

Wir lenken die Aufmerksamkeit auf die Tatsache, 
dafi wir, um ans der allgemeinen Formet für den Ab- 
stand die besondere im euklidischen Fall abzuleiten, i' 
ins Unendliche wachsen lassen mußten. Und da die 
Riemannscbe Krümmung gegeben ist durch 



so erhält man auch auf diesem Weg eine Bestätigung 
dea Ergebnisses, daa dem euklidischen Raum die Rie- 
mannache Krümmung Null zuweiat 

§ 83. Die Eigenschaften der ebenen Figuren i. b. 
auf einen Kegelschnitt und die de« Raumes i. b. auf 
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1^6 V. Die weitere Eotiricklaiig der nichtenUidiidien Geometrie, 

eine Fläche zweiten Grades ergeben znaaminen die pro- 
jektive Metrik. Die projektive Metrik wurde von 
Caylej'^) untersucht, unabhängig von den Bezidiungen, 
die sie mit den nichteuUidlschen Geometrien hat, B^ 
zi^ungen, die von F. Klein *) einige Jahre später ent- 
deckt und erläutert wurden. 

Klein verdankt man auch eine viel gebrauchte Be- 
zeichnung für die projektive Metrik. Er nennt hyper- 
bolische Geometrie die Cayleyache Geometrie bei 
einem reellen nicht ausgearteten absoluten Gebilde, 
elliptische Geometrie die bei einem imaginären 
nicht ausgearteten absoluten Gebilde, parabolische 
Geometrie den Gienzfall der beiden voTfaeigchenden. 
Wir können alao in der Folge diese Benennung ge- 
brauchen, um die drei geometrischen Systeme von Loba- 
tschefskij-Bolyai, Riemann [elliptischer Typns] und 
Euklid zu bezeichnen. 



Darstellung der Lobatschefskij-Bolyüschen 
Geometrie in der euklidischen Ebene. 

g 84. An die projektive Deutung der nichteukli- 
diachen MaBbestimmungen, von der wir oben gesprochen 
haben, schlieBt sich eine interessante Darstellung, die 
man der hyperbolischen Geometrie auf der eukli- 
dischen Ebene geben kann. Um sie zu erhalten, nehmen 
wir auf der Ebene einen festen nicht ausgearteten Kegel- 
schnitt an, z. B. einen Kreis, und in bezug auf diesen 
Kreis setzen wir folgende Definitionen fest: 

t) VgL: „Siith Memoir apoD QuaDÜcs", Philosophical Truis- 
•ctioiu, t CXLIX, p. 61—90 [1859]; oder: Math. Papers of 
Caylcy, t. n, p. 561 — 92. 

3) Vgl.: „Über die sogenannte Nicht-Euklidiache Geometrie"; 
Matb. Ann., Bd. IV, S. S73— ^^S [1871]. 
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DartteUnng in der euklidischen Ebene. i^^ 

Ebene ■■ Gebiet der Punkte im Innern des Kreisefl. 
Paukt — Punkt innerhalb des Kreises. 
Gerade — Sehne des Kreises. 

Man kann dann anmittelbar beitätigen, daß die 
Postnlate aber die Bestimmung der Geraden, aber die 
Eigenschaften von Strecken und Winkeln sich durch 
Beziehungen ausdrücken, die immer gültig sind, auch 
wenn wir die vorgenannten Bezeichnungen annehmen. 

Aber in der weiteren Entwicklung der Geometrie 
kommen die Postulate der Kongruenz hinzu, die im 
folgenden Prinzip der Bewegung enthalten sind. 

Sind in der Ebene zwei Punkte A, A' ge- 
geben und entsprechend durch sie die Geraden 
a, a, 30 gibt ea vier Arten, die Ebene auf sich zu 
legen, wobei A und a entsprechend mit A' und d 
zusammenfallen. Genauer gesagt: eine Art dieser 
Übereinanderl^:ung ist bestimmt, wenn wir als einander 
zugeordnet fest annehmen einen Halbstrahl von a und 
einen Halbstiahl von d, femer das eine Ufer von a nnd 
das eine Ufer von d. Von diesen vier Bewegungen 
sind zwei direkte Kongruenzen, die beiden anderen 
umgekehrte Kongruenzen. 

Nehmen wir jetzt die vorhergebenden Deutungen 
der Gebilde Punkte, Gerade, Ebene, so ist die 
Cbersetzung des hier ausgesprochenen Grundsatzes: 

Ist in der Ebene ein Kegelschnitt gegeben 
[z. B. ein Kreis] und sind zwei innere Pnnkte A, Ä 
und durch sie entsprechend die Sehnen a und d 
fest angenommen, so gibt es vier projektive 
Transformationen der Ebene, die das Innen- 
gebiet des Kegelschnitts in sich selbst über- 
fähren und Ä, a entsprechend in A', d über- 
fahren. 

Um eine von ihnen fest zu bestimmen, genügt es 

Bonoli-LIsbiniiin, nidUMiklid. GKmetria. 12 
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za fordern, daS ein gegebenes Ende von a einem ge- 
gebenen Ende von d entspricht und dem einen Ufer 
der durch a zerlegten Ebene ein bestimmtes Ufer L b. 
auf a. Von diesen vier Transfonnationen bestimmen 
zwei anf dem Kegelschnitt eine gleichsinnige, iwei 
eine uiigleichsinnige projektive Zuoidnnng. 

§ 86. Wir beweisen den Inhalt dieses Satzes, wo- 
bei wii der Einfachheit halber zwei nicht zusammen- 
fallende Kegelschnitte t und t' nehmen, die beide in 
derselben Ebene liegen oder nicht. 

Es seien M, N die Enden der Sehne a; M', JV 
die der Sehne a' und P, P" die Pole von « nnd «' für 
die beiden Kegelschnitte t und t'. 




Fig. S6. 



Dies festgesetzt, schneidet die Gerade PA den 
Kegelschnitt t in zwei getrennten reellen Punkten JiS 
und die Gerade P'A' den Kegelschnitt t' in den beiden 
reellen und getrennten Punkten Ä' und S'. 

Eine projektive Transformation, die t in t' ver- 
wandelt, ferner die Gerade a in a' und den Funkt A 
in A', ordnet dem Punkt P den Punkt P" za, und d^ 
Geraden PA die Gerade P'A'. Diese Transformation 
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beBtjmmt dann zwiscben den Punkten der Kegelschnitte 
eine projektive Zuordnung, wobei dem Pnoktepaar M, N 
das Punktepaar M'N" entspricht und dem Punktepaai 
R, S das Punktepaar Ji', S'. 

Umgekehrt gehört eine projektive Zuordnung zwiscben 
den beiden Kegelschnitten, die diese Eigenschaften be- 
sitzt, einer projektiven Transformation der beiden Ebenen 
an, wie sie oben beschrieben ist,^) 

Wenn wir aber die beiden Kegelschnitte t, t' be- 
trachten, so Heben wir, daß den Punkten des Quadrupels 
MNRS der Reibe nach die Punkte irgend eines der 
feinden Quadrupel auf t' zugeordnet werden können: 
M'N'R'S' 
N'M'S'R' 
M'N'S'R' 
N'M'R'S', 
womit die Existenz der vier Projektivitäten bewiesen ist, 
von deoen in dem ausgesprochenen Satz die Rede ist. 

Nehmen wir jetzt an, daß die beiden Kegelschnitte 
zusammenfallen, so brauchen wir im vorigen Beweis nichts 
zu ändern. Wir fügen 
hinzu, daß von den 
vier genannten Pro- p 
jektivitäten eine und 
nur eine der Strecke 
AM die Strecke A'M' 
zuordnet, wenn dabei 
die gestrichelten Teile 
in der Figur einander 
entsprechen. 

I) Über diesen Bewris und die ihm zugrunde liegenden 
Lehrsätze der projckÜTen Geometrie vgl. man z. B. die „Ltaiettt 
di geometria proiettiva" von F. Enriques, Kap. X, p, 251 — 53 
{S. 229—33 der oben S. 166 genannten Übenetznng). 
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I go V.me wdtere EatwlcUnn( der nIAtealdMiMheii Geometrie, 
OtHigeaa bestiminan die beidat dmch dieQnadnipel: 
/ MNJIS \ / MNRS \ 
\ M'lTR'S' ) ' \ N'M'S'R' ) 

defeierten Projektivitäteii anr dem K^;elsdiiiitt gleich- 

shmig« ProjektivltäteB, die anderea beiden dardi die 

Qnadmpel: 

/ MNRS \ I MNRS \ 
\ M'N'S'R' }' \ N'M'R'S' ) 

definierten be<timmen ungleichsinnige Projekttvitfiten. 

§ 86. Dies festgesetzt, nehmen wir zum Zweck 
der Ergänzung die Defioitionea des § 84. i. b. auf einen 
in der Ebene gegebenen Kreis wieder auf. 
Ebene >= Innengebiet des Kreises. 
Punkt — Punkt im Innern des Kreises. 
Gerade >» Sehne des Kreises. 

Bewegnngen = Projektive Transformationen der 
Ebene, die das Innengebiet des Kreises in 
sich seibat äberföhven. 
Umklappungen — Ungleichnamige Transforma- 
tionen des Kreises. 
Kongruente Figuren = Figuren, die ineinander 
mittels der genannten Projektlvitäten über- 
fübrbar sind. 

Die vorigen Entwicklungen berechtigen ohne weiteres 
die Behauptung, daß alle Sätze der elementaren ebenen 
Geometrie, die mit den Begriffen Gerade, Winkel, Kon- 
gruenz verknüpft sind, in geeigneter Fonn überaetzt 
werden können in Eigenschaften der Beziehung des 
Systems der Punkte im Innern des Kreises, das wir mit 
{.^1 bezei<diuen werden. Sehen wir sn, was im be- 



fbyGoogIc 
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■ondcxen im STitem [S] twci zneinaader Mikrechten 
Geraden der gewöhnlichen Ebene entspricht. 

Wir bemerken hieizu, daß, wenn r und s zwei auf- 
einander senkrechte Gerade sind, eine Umklappnng der 
Ebene nm j die Gerade r mit sich selbst zur Decknng 
bringt, aber die beiden Strahlen vertauscht, in die sie 
durch s geteilt sind. 

Nach den angenommenen Definitionen ist eine Um- 
klappang des Systems S eine Transformation, bei der 
eine Sehne s des Kreises als Achse fest bleibt und 
ebenso der Pol dieser Achse als Zentrum. Die fest- 
bleibenden Geraden bei diraer TiansformBtlon sind außer 
S alle Geraden, die durch das Zentrum gehen; dem- 
nach müssen im System {S\ zwei Gerade zu- 
einander senkrecht genannt werden, wenn sie 
i. b. auf den Fnndamentalkrels konjugiert sind. 

Man könnte in \S) leicht alle Sätze über zuein- 
ander senkrechte Gerade bestätigen; im besonderen, 
daß, wenn man vom gemeinsamen Punkt zweier kon- 
jugierten Sehnen in J .^ j die [imaginär konjugierten} 
Tangenten an den Fundamentalkreis legt, diese Tangenten 
durch die senkrechten Geraden harmonisch getrennt 
werden. [Vgl. S. 166.]*) 

9 87. Wir wollen noch zusehen, wie in der ge- 
wöhnlichen Maßbestimmimg [die für das Kreisinnere an- 
zunehmen ist] der Abstand von zwei Punkten aus- 
gedruckt werden kann. 

Wir führen zu diesem Zweck ein System von recht- 
winkligen Koordinaten {x,y) ein, mit dem Mittelpnnkt 
des Kreises als Koordinatenanfang. Der Abstand von 



t) M. GroBmann bat dieie Dustellung der Dich teuklidi »eben 
Geometrie bennlzt, um dne Rdke toh Aufgaben der niebleokli^ 
dlsohan Geontettie n ISma. — VgL AnbaBf UL 
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zwei Punkten A{x,_y), B{x',y) kann nicht durch die 
bekannte QuadratwnrE«!: 

ausgedrückt werden, weil sie nicht invariant ist bei 
den oben als Bewegungen bezeichneten projektiven Trans- 
formationen; der Abstand wird eine Funktion ihrer 
Koordinaten sein, die invariant ist i. b. auf die vor- 
genannten Transfonnationen, und die außerdem auf der 
Geraden, die durch die Formel: 

Äbat. (Aß) — Abst. (AC) -{- Abst {Cffj 

ausgedrückte distributive Eigenschaft besitzt. 

Nun ist das Doppelverhältois der vier Punkte ABMN, 
wo MN die Endpunkte der Sehne AB sind, eine Funktion 
der Koordinaten {x,y), (x'ty) von A und B, dJe bei 
allen projektiven Transfonnationen ungeändeit bleibt, 
welche den begrenzenden Kreis festhalten: der all- 
gemeinste Ausdruck, der die geforderte invariante Eigen- 
schaft besitzt, ist eine willkürliche Funktion des Doppel- 
verhältnisses. 

Fordert man aber, daB die genannte Funktion im 
oben angegebenen Siune distributiv ist, so muß man sie 
bis auf einen PiopoitionalitÜtsfaktor gleich dem Loga- 
riäimus von 



annehmen. Wir haben also: 

Abst. {AB) = ~ log {ABMN). 

Ähnlich verirrt man, um den Winkel von zwei 
Ceraden auszuwerten. In diesem Fall ist zu bemerken, daB, 
-wenn man will, daß der rechte Winkel durch 7t : 2 aus- 
gedrückt wird , notwendig als multiphkative Konstante 
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zum Logarithmus der Faktor 
werden muß. Wir haben dann: 



; log («i 



WO mit m, n die imaginär konjaglerten Tangenten be- 
zeichnet sind, die durch den Scheitel des Winkels an 
den Kreis gezogen sind, und mit {abmn) das Doppel- 
vertiältnis der vier Gnaden a, b, m, n, das analytisch 
ausgedrückt wird durch: 



§ 88. Ein Verweis auf das oben (§ 8i) über die 
EinordQung der metrischen Geometrie in die projektive 
Gesagte zeigt klar, daß die obigen Formeln für Ab- 
stand und Winket mit denen zusammenfallen, die man 
in der nicbteuklidischen Ebene erhalten würde, wemi 
das absolute Gebilde ein Kreis ist Dies würde ge- 
nügen für den Schluß, daß die Geometrie des Systems 
{•S*} eine wirkliche Darstellung der Lobatschefsklj- 
Bolfaischen Geometrie liefert. Wollen wir uns weiter 
ganz gründlich davon Rechenschaft geben, so suchen 
wir, wie in das System [S\ Definition und Eigenschaften 
der parallelen Geraden übersetzt werden. 

Es seien r iuiU^u^ nnd r ip^o^v^ zwei verschiedene 
Sehnen des Fundamentalkreises. Beziehen wir den Kreis 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Mlttd- 
pnakt als Koordinateoanfang, und nehmen wir den Radius 
als Maßeinheit, so kommt: 

X* 4-y — I = o 

«' + 0* — I — o 
als Punktgteichung und als Tangeatengleichtmg des 
Kreises. 
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Macbea wir die Gleicbimgeii homogen, >o er- 
halten wlt: 

-*i' + *■»* — *j* — o, 
«i' + S' - «.' - o- 
Der Winkel -^ rr' der beiden Geraden kann jetst 
mitteb dct Fonneln (3') von § 81 berechnet werden, 
wenn man daiin setit: 

"»•„-V + V-V. 

Wir erhalten £. B.: 
lin ■*: r / VK"» — ".'S)'— ("i^.— "■"«)'— K^i—PiS)* 

Beachtet man jetzt, dafi die Geraden rr bsw, die 
Gleichungen haboi: 

nnd dafi de eich treffen im Funkt mit den Koordinaten: 

*,-«,!.,- «,!-,. 

so nimmt der obige Ausdruck fflr den Winkel -^ rr die 
Porm an: 



(4) «n^r,/- -- . ''^"- -"■ - "'^ 

Hieraus sieht man, dafi die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafOr, daß der Winkel Null wird, 
durch das Verschwinden des Zählers des erhaltenen 
Bruchs gegeben ist. 
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Aber damit dieser Zähler verBchwIiidet, muB der 
Schnittpunkt {x^x^x^ der beiden Sehnen dem Kreis- 
nmfang des FundameotalkreiBes augehören, nnd um- 
gekehrt (Fig. 58); daher: In der gebräuchlichen 
Deutung der geometrischen Sätze mittels des 
Systems [S] müssen wir zwei Sehnen parallel 
nennen, wenn sie sich in einem Punkt des Fnn- 
damentalkreises treffen, weil der Winkel dieser 
Sehnen Null ist. 





^^^ 


A 


« 



Und weil durch einen Punkt im Innern des Kreises 
zwei Sehnen gehen, die diesen Punkt mit den Enden 
einer andern beliebigen Sehne verbinden, wirdjm System 
\S\ der Fundamentalsatz der hyperbolischen Geometrie 
bestätigt 

% 89. Um im System { i' J die Formel für den Par- 
allelwinkel wiederzufinden, berechnen wir vor allem (Fig. 59) 
den Winkel OMN zwischen der _>'-Achse und der Ge- 
raden MN, die einen Punkt M von y mit dem Ende N 
der jr-Achse verbindet. Bezeichnen wir mit a den ge- 
wöhnlichen Abstand der Punkte M und 0, so sind die 
homogenen Koordinaten der Geraden ^A^'und der Ge- 
raden OM entsprechend {a, i, — a), (l, O. o), und die 
Koordinaten des Schnittpunktes dieser Geraden sind 
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(o, a, i). Dann gibt die Formel (4) dea vorigen Para- 
graphen: 

sin ^ OMN — Yi —a*. 

Auf der andern Seite iet der gewöhnliche Abstand 
zwischen den beiden Punkten und M nach § 81, z 
gegeben durch: 



0M~ k Are Ch 




Vergleicht man diese Fonnel mit der füi den ainus des 
Winkels OMN, so erhält man: 

TA^ --— L 

* ~ ün-^OMN ' 

eine Beziehung, die mit der von Taurinus, Loba- 
tschefskij und Bolyal für den Parallelwinkel gegebenen 
zusammenfallt. (Vgl. S. 93.) 

§ 00. Sehen wir endlich zu, wie sich in {5*} der 
Abstand von zwei unendlich benachbarten Punkten ans* 
drückt [das Abstaadaelement], um die jetzige Dar- 
stellung der hyperbolischen Geometrie mit der von 
Beltrami in Einklang zu bringen. [Vgl. § 6q.] 

Seien (■x,j'), {x + dx, j'-\-äy) zwei unendlich be- 
nachbarte Funkte. Ihr Abstand wird mittels der Formel 
(2) des § 81 berechnet, wenn man darin setzt: 

a„-{^+jx)'+(j.+äj.)'-i, 

Q„-x{x + dx)+r{, + äy)-i. 
S«txt man dann ffir den Bogen den Sinns ein nnd 
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erhebt man ins Qaadrat, so erhält man nach eiaigea 
Vereinfechungen : 

(I — *' — y*)*{l —ixdx — 2yd^ — if*'— rf^") * 
Vernachlässigt man schließlich unendlich kleine Größen 
von höherer als der zweiten Ordnung, so kommt: 

{i—x'—j^y 

oder 

, , (l-y')dx' + lxydJcdj'+(l~ x'iäy» 

{5} •*^-* (i-^.'-^V 

Wir erinnern jeUt daran, dafi Beltrami i868 die 
LobatBchefskij-Bolyaische Geometrie durch die auf 
den Oberflächen konstanter negativer Krümmung gedentet 
hat Die Untersuchung der Geometrie auf einer solchen 
Fläche geschieht, indem man von einem auf der Fläche 
angenommenen Koordinatensystem ausgeht, und von dem 
Gesetz, nach dem die Abstandselemente [ds] ge- 
niesaen werden. Die Wahl eines geeigneten Systems 
(», v) gestattet es Beltrami, das Quadrat von äs in 
folgender Form darznatellen: 

WO die Konstante A' das negative reziproke Krümmungs- 
maß dCT Ober&äche ist.^) 

Um die Eigenschaften der genannten Flächen zu 
untersuchen und sie denen der Lobatschefskij- 
fiolyaischen Metrik gegenüberzustellen, bedient sich 
Beltrami in seinem S. 146 genannten „Saggio" des 

I) ,^italiaiane del problema dt riportare i piaUi di una 
tuperficie sopra un piano in modo cht U Una geodetiehe vtngane 
rapprescntati da lince rette"! Ann. di Mat., tVII, p. 1S5 — 204 
[1866]. — Opeie Mst, t. I, p. Z6z — So. ODUno, Hoeptl, 1902.] 
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folgenden Kunstgiiffg. Auf einer UiUacAieDe stellte ci 
die Punkte dei Fläche dar, so daß dem Funkt ».d auf 
ihr der Punkt mit den cartegischen Koordinaten 



entsprach. So wurden die Punkte der Oberfläche in 
der Ebene dargestellt durch die Punkte im Innern des 
Kreises 

die unendlich fernen Punkte auf der Hache als Punkte 
auf der Peripherie dieses Kreises, die geodätischen Linien 
als Sehnen, geodätische Parallele als Sehnen, die sich 
in einem Punkt auf dem genannten Kreisomfang treffen 
usw. Der Ausdruck für ds^ verwandelte sich so in den 
Ausdruck (5), nach dem die Abstandselemente im System 
[S] gemessen werden. Hieraus folgt, daB Beltrami 
bei seiner ebenen Darstellung der Flächen konstanter 
Krümmung auf eine der projektiven MaSbestimmungen 
von Cayley, und im besonderen auf die Metrik bei 
einem Fundamen talkreis, die in den §§ 80, Si ausein- 
andergesetzt ist, gefühlt wurde. 

§ 91, Die Darstellung der ebenen hyperbolischen 
Geometrie in der euklidischen Ebene kann auf den Fall 
des Raumes ausgedehnt werden. Um die Geometrie 
des Lobatschefskij-Bolyaischen Raumes im gewöhn- 
lichen Raum daranstellen, genügt es in leUteiem die 
folgenden Definitionen aubustellen: 

Raum = Gebiet der Punkte im Innern einer Kugel. 
Punkt = Punkt innerhalb der Kugel. 
Gerade =~ Sehne der Kugel. 

Ebene — Funkte einer setmeidenden Ebene im Innern 
der Kugel 
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Bewegungen — Projektive TTansformationeii des 
Raome«, die die Punkte im Innern der Kngd 
in sidt äberfnhren. 
Mit einem derardgen Wärterbuch könnte man 
die Sätze der hyperbolischen Stereometrie in ebenso viele 
Eigenschaften des euklidischen Raumes für die Punkte 
im Innern der Kagel übersetien.') 



DarsteUung der dliptisctien Geometrie von Riemum 
im euklidischen Raum. 

% 93. Was die ebene Geometrie betrifFt, so sagten 
wir schon an anderer Stelle [S. 152], daß die Geometrie 
des gewöhnlichen Bändels eine konkrete Darstellung des 
elliptischen Systems von Riemann liefert. Schneidet 
man dann das Bündel mit der gewöhnlichen Ebene, die 
durch die unendlich ferne Gerade ergänzt ist, so eriiält 
man eine Darstellung der genannten Riemannschen 
Ebene auf der euklidischen Ebene. 

Will man eine Darstellung des elliptiscben Raumes 
im euklidischen Raum, so genügt es, in ihm eine ein- 
deutige Polarität anzunehmen, der eine imaginäre 
nicht ausgeartete Fläche zweiten Grades ent- 
spricht, und in bezug auf diese Fläche zweiten Grades 
ein analoges System von Definitionen, wie das oben im 
hyperbolischen Fall angegebene. Wir verweilen aber nicht 
bei dem Gegenstand, weil er keine neue Schwierigkeit 
ergibt. 

l) Mit der Dentung der nichteuldldiBchen Stereometiie und 
iu lUccmeitiei) der Geometrie mehrdimennoiuler HannlgfaltJgkeiteQ 
beMhSftigte ticbBeltrkmi ebenT&Us In «einer Abbindlung: „Tearia 
/andoHifntait äe^li spoMt dt curvaiura coitant^'; Awuüi di Matern. 
(I), t. n, p. 133—55 [1868]. — Opere M«t., 1. 1, S. 406—29 [*ß- 
lano, Hoepli, 1902]. 
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Wir bemerken aber, daS bei dieser Darstetlung 
alle Punkte des euklidischen Raumes einschließ- 
lich der Punkte der unendlich fernen Ebene ein- 
eindeutig den Punkten desRiemannschenRanmes 
entsprechen würden. 



Begiründung der Geometrie, ausgehend von 
^4fik^ift^i^~^ gCBjlbifiSbff Begriffen. 

§ 93. Die in den vorigen Paragraphen auseinander- 
gesetzten Grundsätze führen auf einen neuen Gedanken- 
gang, wobei ala erste Grundlagen der Geometrie gr a- 
i pbryrtTfe Beziehungen auftreten, vor den Begriffen der 
Kongruenz und der Bewegung, deren sich Riemann 
und Helmholtz bedienten. Man bemerke, daß, wenn 
man von Anfang keine Hypothese über den Schnitt von 
Geraden in einer Ebene einführen will, man von einem 
geeigneten System von Postulaten ausgehen muß, die in 
einem beschränkten Raumgebiet gelten, und dann 
in der Folge das Anfangsgebiet ergänzen muß mittels 
uneigentlicher Punkte, Geraden und Ebenen [vgl, 
S. i68].») 

Nachdem die projektive Geometrie entwickelt ist, 
kann man im Raum die metrischen Eigenschaften ein- 
führen, indem man zn den ersten Postulaten die hinzu- 
fügt, die die Bewegungen oder die Kongruenz kenn- 
zeichnen. Man findet dabei, daB eine bestimmte mit 
metrischen Begriffen verknüpfte Polarität des Raumes 

l) Über solche Entwicklungen vgl. Kleinl aof S. 169 ge- 
nannte Abhandlnngen; Pasch: „Vorlesangen aber nenere 
Geometrie [Lripzig, Tenbner, 1SS2]. Schar: „Über die Ein- 
führang der sogenannten idealen Elemeitte in die pro- 
jektive Geometrie", Math. Ann., Bd. 39, S. II3— 134 [1891]; 
Bonola: „Sulla inirodutiant dcgli enti impropni in geometria 
proietliva". Giomale di Mal., t XXXVHI, p. 105 — 16 [19OO]. 
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durch alle BeweguDgen in sich selbst übergeführt wird. 
Man beweist dann, daß die Fundamentalfläche dieser 
Polarität nur sein kann: 

a) eine reelle nicht geradlinige Fläche zweiten 
Grades, 

b) eine imaginäre Fläche zweiten Grades [mit 
reeller Gleicbang], 

c) eine ausgeartete Fläche zweites Grades. 
Man findet also auch auf diesem Wege die drei geo> 
metrischen Systeme, zu denen Riemann und Helm- 
holtz vom elementaren AbsCandsbegrifT aus gelangten.*) 



Über die Unbeweisbarkeit des euklidischen Postulats. 

§ 94. Bevor wir diese historische Auseinander- 
setzung abschließen, scheint es uns nützlich, einige Worte 
über die UnbeweisbarkeiC des euklidischen Postulats zu 



Die Tatsache selbst, da& die ungezählten Versuche 
zu seinem Beweis nicht das erstrebte Ziel erreichten, 
kann den Zweifel an seiner Unbeweisbarkeit be- 
seitigen, da uns ja schon der geometriscbe Instinkt zu 
bezeugen scheint, daß eine so einfache Sache, wenn sie 
beweisbar ist, es sein muß mittels ebenfalls einfacher 
Schlüsse. Aber diese Betrachtung kann in keiner Weise 
als Beweis für die fragliche Unbeweisbarkeit gelten. 

Siebt man vom euklidischen Postulat ab, um den 
Entwicklungen von GauB, Lobatschefskij und Bolyai 
zu folgen, so errichtet man ein geometrisches Lehr- 
gebäude, in dem keine logischen Widersprüche auftreten, 

I) Zdt Begründniig dieses Resnltates TgL Bonola: „Dtter- 
minatiotu per via geametrica dei trt lipi di ipaxü) : iperbolica, para- 
belüo, tüittUo", Circolo M»t. Ptlemo, t. XV, p. 56—65 [1901]. 
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und das deshalb gerade die logische Möglichkeil der 
nichteuklidiscben Hypothese zu bestätigen scheint, das 
will sagen, die Unabhängigkeit des enklidischen 
Postulats von den eisten Priniipien der Geometrie und 
also seine Unbeweisbaikeit. Indessen genügt die Tat- 
sache, daß uns keine Widersprüche begegnet sind, nicht, 
uns dessen zu versichern; man muß sich veigewissem, 
daß bei der weiteren Verfolgung der angegebenen Ent- 
wicktungen uns niemals solche Widersprüche begegnen 
können. Diese Oberzeugung kann ganz sicher aus der 
Betrachtung der Formeln der nichteuklidiscben Geometrie 
hervorgehen. Nehmen wir in der Tat das System aller 
Zahltripel (:f,^, s) und betrachten wir in gebräuchlicher 
Weise jeden Tripel ata analytischen Punkt, so können 
wir in der Tat den Abstand zweier analytischen Punkte, 
ausgehend von den Formeln der oben besprochenen 
nichteuklidiscben Trigonometrie, definieren. Wir kon- 
struieren so ein analytisches System, das eine gebräuch- 
liche Deutung der nichteuklidischen Geometrie gibt, und 
auf diese Weise ihre logische Möglichkeit beweist. 

In diesem Sinne geben die Formeln der 
nichteuklidischen Trigonometrie von Bolyai- 
Lobatschefskij den Beweis der Unabhängigkeit 
des euklidischen Postulats von den ersten Grund- 
lagen der Geometrie [über die Gerade, die Ebene 
und die Kongruenz]. 

Man kann auch einen geometrischen Beweis 
derselben Unabhängigkeit suchen, wobei man an die 
weiteren Entwicklungen anknüpft, die wir Wwälmt haben. 
Man muß dabei von dem Prinzip ausgehen, daß die 
von unserer Anschauung konstruierten Begriffe unabhängig 
von dem Gegenbild, das sie in der Außenwelt finden, 
a priori logisch möglich sind, und daß somit die 
eutdidische Geometrie logisch möglich ist und die ganie 
Reihe darauf gegröndeter Folgerungen. 

D.nt.zedbyG00g[c 
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Also gibt die Deutung der nicbteuklidischen Geometrie 
auf den Flächen konstanter negativer Krümmung bis 2a 
einem gewissen Grad einen ersten Beweis fnr die 
Unbeweisbarkeit des euklidischen Postulats. G«iauer 
gesagt, es wird so festgestellt, daß das genannte 
Postulat nicht bewiesen werden kann auf Grund 
der ersten geometrischen Prinzipien, die in 
einem beschränkten Gebiet der Ebene gelten. 
In der Tat würde jeder Widerspruch, der aus der ent- 
gegengesetzten Hypothese folgen würde, sich in einen 
Widerspruch in der Geometrie der Flächen konstanter 
neg^iver Krümmung übersetzen. 

Allerdings wird, da die Beziehung zwischen der 
hyperbolischen Ebene und den Flächen konstanter nega- 
tiver Krümmung, wie wir gesagt haben, nur für be- 
schränkte Gebiete gilt, auf diese Weise nicht aug- 
geschlossen, daB das euklidische Postulat für die Ge- 
samtebene bewiesen werden kann. 

Um diesen Zweifel zu beseitigen, müßte man die 
abstrakte Mannigfaltigkeit konstanter Krümmung be- 
trachten, insofern als es keine konkrete Fläche des ge- 
wöhnlichen Raumes gibt, wo die unbeschränkte hyper- 
bolische Geometrie gilt [vgl. § 73]. 

Aber auch hierdurch würde der Nachweis der Un- 
beweisbarkeit des euklidischen Postulats nur für die 
ebene Geometrie gelungen sein. Es bUebe noch die 
Möglichkeit zu untersuchen, das Postulat mittels stereo- 
metrischer Betrachtungen zu beweisen. 

Die Begründung der Geometrie nach Riemanns 
Ansichten, wobei auf ein dreidimensionales Gebiet die 
Begriffe der Geometrie auf Flächen auszudehnen sind, 
gibt den geforderten vollständigen Nachweis der Uq- 
beweisbarkeit auf Grund der Existenz eines analyti- 
schen nichteuklidischen Systems. Wir nennen noch 
einen andern analytischen Beweis. Dieser kann eitialten 

BoDoU-Liabmann, mchleoklid. Geonutiie. I3 



Z..I!, Google 



IQ4 ^' ^' ^rätcR EnRriekliiiig d«r nichtenklidiichcn Geometiie. 

wcxdeu durch die Entwicktungea von Heimholte und 
Lie; aber diese beiden geben, kann man sagen, auch 
einen geometriacben Nachweis aus der Existenz von 
TransformatioDSgruppen des euklidischen 
Raumes, die den Gruppen der Bewegungen des 
nichteuklidischen Raumes ähnlich sind. Wohl 
verstanden, man hat hier auf die Betrachtung der voll- 
ständigen Geometrie zu achten. 

Einfacher und geometrisch durchsichtig ist der Nach- 
weis derUnbeweisbarkeit des euklidischen Postu- 
lats, der aus den projektiven Maßbestimmungen 
von Cayley zu entnehmen ist. 

Dieser Beweis schließt sich an die Darstellung der 
nichteuklidischen Geometrie mittels der gewöhnlichen 
Mafibestimmung i. b. auf einen Kreis oder eine Kugel, 
eine Deutung, die wir für den Fall der Ebene ansfühi- 
lich entwickelt haben [vgl, §§ 84—92].^) 

Aus den vorgenannten projektiven MaBbestimmungen 
quillt auch, und zwar genau so einfach der Nachweis 
fSr die logische Möglichkeit der elliptischen Hypothese 
von Riemann, für die mit Beschränkung auf die Ebene 
auch die Deutung, die wir itir in der Geometrie des 
Bündels [§ 71] gaben, dienen kann. 

I) Ein andern einfacher und eleganCer Beweis fEi die Un- 
abhäuglglfeit dea I. Postulats ergibt sich sub der von Klein tind 
Foincari gebranchten Darstelluag der nichteuklidischen Ebene 
in der euklidischen, wobei die Punkte der nichteuklidischen Ebene 
vertreten sind durch die Funkte einer euktidischen Halbebene, die 
Geraden durch die auf dem geradÜDigen Rand der Halbebene 
senkrecht stehenden Halbkreise usw. Auch die elliptische Geometrie 
kann ähnlich dargestellt werden; nnd entsprechend im euklidischen 
Raum die hyperbolische und die elliptische Raumgeometrie. — 
Genauere Darstellungen dieser Deutungen finden sich z. B. in Weber 
und Wellstein, Encyklopädie der Elementar -Mathematik II, §§ 9 
— II (S. 39 — Si), Leipzig 1905; sowie auch in Kap, 11 der nicht- 
euklidischen Geometrie von H. Liebmann (Sammlung 
Schubert 59, Leipiig 1905). 
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Anhang I. 

Die Cliffordschen Parallelen und die 

Cliffordschen Flächen. 

Bemerkungen über das CUfford - Kleinache 

Problem. 

Die CUfibrdschen Parallelen. 

§ 1. Die euklidischen Parallelen sind Gerade, 
welchen folgende EigeoBchaften zukommen: 

a) einer Ebene anzagehören, 

b) keine Punkte gemein zu haben, 

c) nnveTänderlicben Abstand voneinander zu 
haben. 

Läfit man die Eigenschaft c) fort und folgt den An- 
sichten von GaiiB, Lobatschefskij und Bolyai, so 
eifaält man eine erste Erweiterung des Begriffs Parallelis- 
mus, aber die Parallelen, die ihr entsprechen, haben sehr 
wenig Eigenschaften mit den gewöhnlichen Parallelen 
gemein. Das kommt davon, daß die schönsten Eigen- 
schaften, denen man beim Stadium der letzteren be- 
gegnet, im wesentlichen von der Bedingung c) abhängen. 
Man kann sonach suchen, den Begriff des Parallellsmus 
so zu erweitem, daB, soweit dies möglich ist, den neuen 
Parallelen die Grundeigenscbaften zukommen, die In 
der euklidischen Geometrie von der Gleichheit des Ab- 
standea herrühren. Wir lassen deshalb mit W. K, Cüffoid 
[1845— 1879] bei der Definition die Bedingung, in 
i3* 
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einer Ebene zu liegen, fort, während die beiden 
andern besteben bleiben. Die nene Definition der Par- 
allelen wird alao folgende sein: Zwei in derselben 
Ebene gelegene oder windschiefe Gerade heißen 
parallel, wenn die Punkte der einen von denen 
der andern unveränderlichen Abstand haben. 

§ 3. Es finden sich dann zwei Fälle, je nachdem 
die genannten Parallelen derselben Ebene angehören 
oder nicht 

Der Fall, wo die gleich weit abstehenden Geraden 
in derselben Ebene liegen, ist ohne weiteres eriedigt, 
inBofem unsere früheren Entwicklungen [§ 8] ans die 
Behauptung bestätigen, daß der entsprechende Raum 
der gewöhnliche euklidische Raum ist. Wir werden des- 
halb voraussetzen, daß die beiden äquidistanten Ge- 
raden r, s windschief sind, und daß die von den Punkten 
von r auf s gefällten Lote gleichlang sind: Diese Lote 
, „ werden offenbar auch su r senk- 

- recht sein. Seien AA' und BB' 
zwei solche Lote. Dann hat 
dag windschiefe Viereck ABB'A', 
. welches so entsteht, vier rechte 



Fi« 60. Winkel und zwei gleiche Gegen- 

seiten. Es ist leicht zu sehen, 
daß auch die beiden andern G^enseiten AB, AB' gleich 
sind und daß jede Diagonale, z. B, AB', mit den Par- 
allelen gleiche innere Wechselwinkel einschUeßt. Das 
folgt aus der Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke 
AA'B'. ABB'. 

Untersucht man jetzt das Triedet A{A'S'B), so 
können wir kraft eines Satzes über räumliche Ecken, 
der in allen drei geometrischen Systemen gleichzeitig gilt, 
schreiben: 

•^ A'AB'-\- ^ B'AB > A'AB — i Rechter. 

D.nt.zedbyG00g[c 
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Diese Beziehnng kann bei der Gleichheit der beiden 
Winkel -^ A'M'A und -fc £'AB so geschrieben werden: 

■^ A'A£'+ -^ AB'A' > I Rechter. 

In diesei neuen Form sagt sie uns, daß im recht- 
winkligen Dreieck AA'B' die Summe der spitzen Winke) 
größer ist als ein rechter Winkel. Das bedeutet, daß 
in dem fr^Uchen Dreieck die Hyp. d. stumpfen W. 
«rfailt ist, nnd folglich, daß die windschiefen Par- 
allelen nur im Riemannschen Raum existieren 
können. 

g 8. Um sodann za beweisen, daß in Riemanns 
elliptischem Raum wirklich Paaie von windschiefen gleich 
weit abstehenden Geraden vorhanden sind, betrachten 
wir eine wiUkärlicbe Gerade r und die unendlich vielen 
zu ihr senkrechten Ebenen: diese Ebenen gehen alle 
durch eine zweite Gerade r, die Polare von r in der 
absoluten Polarität des elliptischen Raumes. Eine be- 
liebte Strecke, die einen Punkt von r mit einem Punkt 
von r verbindet, ist senkrecht sowohl zu r wie zu r 
nnd hat eine beständig der Halbgeraden gleiche Länge. 
Hieraus folgt, daß r nnd r' windschiefe gleich abstehende 
Gerade sind. 

Aber zwei solche Gleichabstehende stellen einen ganx 
besonderen Fall dar, insofern als alle Punkte von r nicht 
nur gleichen Abstand haben von je einem bestimmten, 
sondern von allen Punkten von /. 

Um die Existenz gleichabständiger Geraden in& 
Licht zu setzen, bei denen dieser letztere besondere 
Umstand nicht eintritt, betrachten wir jetzt zwei Gerade 
r und r, wobei die eine Polare der andern ist, und auf 
ihnen die entsprechenden Strecken AB und A'B', die 
einer gegebenen S^cke (kleiner als die Halbgerade) 
gleich sind. Verbindet man A mit A' und B mit B\ 
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ao eifaält man zwei Gerade a, b, die nicht sneioand^ 
polai sind und alle beide za dea cwei Geraden r und r 
senkrecht atebea. Man kann leicht beweisen, daß a 
und h gleicbabständig sind. Hierzu nehme man auf AA' 
eine feste Strecke ÄH an, dann nehme man auf der 




Snpplementarstrecke ^} von A'HA die Strecke .^4^ gleich 
A'H an. Verbindet man H mit B' und M mit B, so 
erhält man zwei rechtwinklige Dreiecke A'B'H\yaA ABM, 
die kratt der ausgeführten Konstruktionen koi^ruent sind. 
Man hat also die folgende Gleichheit: 
HB'— BM. 

Verbindet man jetzt H mit B und vergleicht man 
die beiden Dreiecke HB'B, HBM, so sieht man un- 
mittelbar, daß sie gleich sind, da sie die Seite HB ge- 
mein haben, da femer krafl: der letzten Beziehung HB' 
und MB gleich sind und endlich die Seiten B'B und 
HM ebenfalls gleich, weil jede von ihnen eine Halb- 
gerade ist. Die beiden genannten Dreiecke werden deshalb 
auch entsprechend den gleichen Seiten BB' und HM" 
gleiche Höhen HK und BA haben. Dies besagt in 
andern Worten, da£ die verschiedenen Punkte der Ge- 

[) IHe «wei Stielten, velche iwei Paukte anf einer Genuleii 
.butimmen, heiBen Sapplemeatontreeken. 
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raden a gleichen Abstand von der Geraden b haben. 
Und da die Begründung auch für b wiederholt werden 
kann, indem man die Lote auf a fallt, so schUeBt man, 
daß die Strecke HK nicht nur zu b, sondern auch zu a 
senkrecht ist. 

Man bemerke weiter, daß aus der Gleichheit der 
verschiedenen Strecken AB, HK, Ä B' . . . die Gleich- 
heit der entsprechenden Supplementarstiecken folgit, der 
zufolge die Geraden a, h in doppelter Weise als gleich 
abständig voneinander betrachtet werden können. Würde 
es einmal eintreten, daß die Strecke ab ihrer Snpple- 
mentarstrecke gleich wäre, dann würde der früher her- 
vorg^obene Ausnahmefall eintreten, wo a und b gegen- 
seitig Polaiea sind und fo^lich alle Punkte von a gleichen 
Abstand von allen Punkten von b hätten. 

§ 4h Die windschiefen Parallelen des elliptischen 
Raumes wurden 1873 von Clifford entdeckt.^) Folgen- 
des sind ihre wichtigsten Eigenschaften: 

1. Zwei Parallele bilden mit jeder Trans- 
versale gleiche korrespondierende Winkel, 
gleiche innere Wechselwinkel usw. 

2. Sind in einem windschiefen Viereck die 
gegenüberliegenden Winkel gleich und ergänzen 
sich die anliegenden Winkel za zwei Rechten, 
so sind die Gegenseiten parallel. 

Ein solches Viereck kann demnach windschiefes 
Parallelogramm genannt werden. 

Von den beiden ausgesprochenen Eigenschaften 
kann die erste unmittelbar bestätigt werden, die zweite 
könnte mit einem Schluß derselben Art wie in g 3 be- 
wiesen werden. 



i) „Prehminary Stetek on Biquatirmims" ; Proceedingg of 
the London Math. Society, t. IV, p. 381—95 [1873]. — Math. 
Papers of CUfford, p. 181 — 200. 
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3. Sind zwei Strecken gleich und parallel, 
so erhält man durch die richtige Verbindung 
ibier Endpunkte ein windschiefes Farallelo- 
giamm. 

Diese Eigenschaft, die im gewissen Sinn als Um- 
kehmng von 2. gelten kann, läßt sich ebenfalb unmittel- 
bar bestätigen. 

4. Durch einen Raumpunkt {/tT], der nicht 
der Polare einer Geraden [r] angehört, gehen 
zwei Parallele zu dieser Geraden. 

In der Tat, fällt man vom Punkt AT das Lot M2f 
auf r, so sei N' der Punkt, in dem die Polare von 
MN^e Gerade r schneidet. 
Auf dieser Polare nehme 
man dann die Strecken iVJ/' 
und 2VJif" gleich NM an 
und verbinde die Punkte 
M', M" mit M. Die so 
erhaltenen Geraden /, /' 
sind die gesuchten P^* 
allelen. 

Wenn aber M der Polare von r angehörte, würde 
MN der Halbgeraden gleich sein, und die Punkte M", 
M' würden zusammenfallen. 

Folglich würden auch die beiden Parallelen r r" 
zusammenfallen. 

Der von den beiden Geraden r, r" eingeschlossene 
Winkel kann durch die Strecke M'M" gemessen werden, 
die seine Schenkel auf der Polare des Scheitels aus- 
schneiden; wir können dann sagen, daB die Hälfte des 
Winkels rr", d. h. des Parallelwinkels, gleich dem 
Paiallelabstand ist. 

Um die beiden Parallelen r, r" zu unterscheiden, 
betrachten wir eine schraubenförmige Bewegung des 
Raumes mit der Achse MN, bei der augenscheinlich 
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der Bascfael dei zu MN senkrechteD Ebenen und die 
Achse M'M" dieses Büschels featbleibt Eine solche 
Bewegung kann betiachtet werden als Ergebnis einer 
Verschiebung längs MN, begleitet von einer Drehung 
um dieselbe Achse; oder ans zwei Schiebungen, die eine 
längs MN, die andere längs M'M". Wenn beide 
Schiebungen gleichlang sind, erhalten wir eine Glei- 
tuDg des Raumes. 

Die Gleitungen können lecbtsdrehend und 
linksdreheod sein. Betrachten wir jetzt die beiden 
Parallelen r, r", so ist es klar, daß eine von ihnen mit 
r durch eine rechts drehende Gleitung der Länge MN 
zur Deckung gebracht weiden kann, während die andere 
auf r fallen würde durch eine linksdiehende Gleitnng 
derselben Länge. Deswegen mnfi von den beiden Ge- 
raden r, r" die eine die rechtsseitige, die andere 
die linksseitige Parallele zu r heißen. 

5. Zwei rechtsseitige [linksseitige] Parallelen 
zu derselben Geraden sind zueinander rechts- 
seitig [linksseitig] parallel, 

Seien £, c rechtsseitige Parallele zu a. Von den 
beiden Punkten A, A' auf a, 
deren Abstand dei Halbge- - 
raden gleich sei, fallen wir 
die Lote AB, A'B' auf Ä 
und die Lote AQA'C a.uf c. 
Die Geraden j4'^', ^'Csind 
die Polaren von AB und AC, 
und daher ist der Winkel 
-^ BAC gleich dem Winkel 
^B'A'C. Überdies bestehen wegen der Eigeiuchaften 
der Parallelen folgende Streckengleicliheiten: 

AB— A'B', AC—A'C, 
wonach die Dreiecke ABC, A'B'C gleich sind. £• 




F» 63. 
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folgt die Gleichheit der beiden Strecken BC, B'C. 
Da überdies ist: 

BB'—AÄ'— CC, 

so hat das windschiefe Vierseit BB'CC gleiche Gegen- 

Aber um festzustellen, daß b, c parallel sind, be- 
darf es noch des Beweises, daB die anliegenden Winkel 
des genannten Vierecks sich zu zwei Rechten ergänzen 
[vgl. (2)]. Hierzu vergleichen wir die beiden Trieder 
B(AB'C) und B'{A'B"C'). In ihnen bestehen indessen 
folgende Gleichheiten: 

-^ ABB'— < A'B'B"— I Rechtor, 
i^ABC—^Ä'B'C. 

Überdies sind die beiden Kantenwinkel an BA und 
B'A' beide gleich einem Rechten, vermehrt oder ver- 
mindert um den Kantenwinkel, dessen Normalschnitt der 
Winkel ^ A'BB' ist: daraus folgt die Gleichheit der 
beiden genannten Trieder, also die Gleichheit der beiden 
Winkel ^^'^Cund ^B"B'C'. Hieraus leitet man 
ab, daß die Winkel B und S' im Viereck BB'CC 
Supplementwinkel sind, und folglich [indem man die 
Diagonalen des Vierecks zieht usw.], daß B Supple- 
mentwinkel von C ist, daß C Supplementwinkel von C 
ist usw. 

Also sind b und c parallel. Daß der Faralletismus 
zwischen b und e rechtsseitig ist, wenn dies für den 
Parallelismua von den beiden genannten Geraden und a 
gilt, bestätigt die Anschauung, wenn man die Figur prüft. 

Die Cliffordscbe Fläche. 
§ 6. Aus den vorigen Betrachtungen folgt, daß 
alle Gerade, die sich auf drei rechtseitige Fat- 
allele stützen, zueinander linksseitig parallel 
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Bind. Wenn in der Tat ABC eine gemeinsame Schnitt- 
gerade der drei Geraden abe ist, und man nimmt anf 
diesen Geraden drei gleichsinnige') gleiche Strecken AA', 
BB', CC an, so gehören die Funkte A'B'C einer zu 
AB C parallelen Geraden an. Der Parallellnnus zwischen 
ABC nad A'B'C ist dann linkaseitig. 

Hieraus leitet man ab, daS die drei Parallelen a, 
b, c eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung [die 
Cliffordache Fliehe] definieren, fär welche die a, 
b, ( schneidenden Geraden ein erstes System von Er- 
leugenden [^J bilden. Dag sweite System von Erzeugen- 
den [^J wird von den unendlich vielen Geraden ge- 
bildet, die wie a, b, c aich auf die g^ stützen. 

Der Cliffordschen Fläche kommen die folgenden 
charakteiistiBchen Eigenschaften zn: 

a) zwei Erzeugende desselben Systems sind 
zueinander parallel, 

b) zwei Erzeugende aus verschiedenen 
Systemen schneiden sich unter konstantem 
Winkel. 

§ 6. Wir gehen nun zu dem Beweis über, daß die 
Cliffordache Fläche zwei verschiedene Rotations- 
achsen besitzt. Wir ziehen deshalb von einem be- 
liebigen Punkt M die Parallelen ä [rechtsseitig], j [links- 
seitig] zu einer Geraden r und bezeichnen mit b den 
Abstand MN der beiden Parallelen von r. Indem wir 
ä festhalten, lassen wir s sich um r drehen, und es 
seien s', s", s'". . . die aufeinanderfolgenden Lagen, die 
t bei der Drehung annimmt Es ist klar, daß i, s", /", . . 
sämtlich linksseitig parallel zu r sind, und daß sie sich 

i) El ist klar, dafl, nachdein ein Sinn auf der Geraden 
angegeben ist, aaeh fÖr jede andere zn Ihr parallele Gerade ein 
Sinn beiümmt ist 
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alle auf di« Gerade d atfltzen, derart, daB s bei seiner 
Drehung um r eine Cliffoidscbe Fläche ereeugt. 

Umgekehrt, wenn d tmd s zwei Erzeugende einer 
Cliffordachen Fläche «ind, die duicb einen Pnnkt M 
der Fliehe gehen, nnd 2 b der von ihnen eingeschlossene 
Winkel, so können wir 
in M das Lot anf der 
L Ebene td errichten und 
darauf die Strecken 
ML — MN'-b 
abtragen. Bezeichnet man 
dann mit D und -S die 
Punkte, wo die Polare 
von LN die Geraden 
d und s schneidet, und 
mit H den Mittelpunkt von DS= ab, so sind die Ge- 
raden HL, HN sowohl zu * wie zu d paiallel. Von 
den beiden Geraden HL und HN wählen wir diejenige, 
welche rechtsseitig zu d und linksseitig zu s parallel ist, 
es sei dies beispielsweise HN. Dann kann die gegebene 
Cliffordsche Fläche durch Drehung von s oder d um 
HN erzeugt werden. Damit ist bewiesen, daB jede 
Cliffordsche Fläche eine Rotationsachse besitzt, und 
daB alle Pankte der Oberfläche denselben Abstand von 
ihr haben. 

Die Ezist^iz einer andern Rotationsachse ergibt 
sich unmittelbar aus der Bemerkung, dafi alle Funkte 
des Raumes, die von HN gleichen Abstand haben, auch 
von der Polare von HN gleichen Abstand haben, die 
hiernach die zweite Rotationsachse der Cliffoid- 
scben Fläche ist. 

§ 7. Die Gleichabständigkeit der Punkte auf der 
Cliffordschen Fläche von beiden Rotationsachsen fOhrt 
auf eine andere sehr wichtige Eigenschaft der Fläche. 
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Ib dei Tat Bctmeidet sie jede durch eine Achse [r] 
gehende Ebene in einer Linie gleichen Äbstandes von 
der Achse. Die Punkte dieser Linie gehören, da sie 
ja auch gleichen Abstand vom Funkte [o] haben, indem 
die Schnittebene die andere Rotationsachse dei Fläche 
trifft, einem Kreis an, dessen Mittelpunkt [o] der Pol 
von r hinsichtlich dei genannten Linie ist. Die Meri- 
diane und die Paiallelen der Oberfläche sind also 
Kreise. 

Die Fläche kann also erzeugt werden, in- 
dem man einen Kreis um die Polare seines 
Mittelpunktes rotieren läßt, oder, indem man 
einen Kreis so gleiten läßt, daß sein Mittelpunkt 
eine Gerade beschreibt und seine Ebene be- 
ständig senkrecht zu ihr bleibt [Bianchi].^) 

Die letzte Entstehungsweise, die auch dem eukli- 
dischen Zylinder zukommt, setzt die Analogie zwischen 
der Cliffoidschen Fläche und dem gewöhnlichen Kreis- 
zylinder ins Licht. Diese Analogie könnte noch weiter 
entwickelt werden, indem man die Eigenschaften der 
[schraubenförmigen] Bahnen der Punkte der Oberfläche 
betrachtet, die bei einer Schiaubung des Raumes um 
eine der Achsen der Fläche entstehen. 

g 8. Wir wollen endlich sehen, daB die Geometrie 
auf der CUffordachen Fläche in dem von uns in den 
§§67, 68 erläuterten Sinn mit der euklidischen zn- 
sammenlaJlt, Zu diesem Zweck bestimmen wir das Ge- 
setz, nach dem auf der Fläche die Abstandselemente [i/jj 
gemessen werden. 

Es seien «, v ein Parallelkreis und ein Meridian- 
kreis, die von einem Punkt o der Oberfläche ausgehen, 



l) „Sülle superficU a curvatura nuila in g-iometria eUüUca", 
Aimali di Mat. (a) XXIV, p. 107 [1896]. — „Laiimi di Geo- 
ttutria üfftrtmiaU", p. 454 (S. 629 d«r deatsehen Übenetznng). 
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und M ein beliebiger Funkt von ihr. Meridian und 
PaiaUelkreis durch M schneiden auf u und v zwei Bögen 
OP, OQ aus, deren Längen v, v die Koordinaten von 
M sein mögen. Die Analogie zwischen dem angenom- 
menen KoordinatensTStem und dem lechtwinkligen carte- 
siachea ist denüicb. (VgL Fig. 65.) 

Sei jetzt M' ein zn M uneadlich benachbarter 

Punkt: wenn «, v die Koordinaten von M sind, so 

können die von M' mit u -{- du, v -^ dv bezeichnet 

werden. Betrachtet man jetzt das 

unendlich kleine Dreieckchen MM'N, 

dessen dritte Ecke N der Schnitt 

pnnkt des Parallels von M mit dem 

Meridian von M' ist, so ist es klar, 

daß der Winkel ■ifiMNM' ein rechter 

U ist, und daß die Längen MN, NM" 

der Katheten genau du, dv sind. 

Andererseits kann das genannte 
Dreieck als geradlinig [auf der Tan- 
gentialebene in M gelegen] betrachtet werden, so daß 
zufolge der Infinitesimaleigenschaften ebener Dreiecke 
seine Hypotenuse /j mit den Katheten duäv durch den 
Pythagoräischen Lehrsatz zusammenhängt: 

rfj»— du*-Y dv*. 

Aber diese Form für ds* ist chaiakteristifich fiii die 
gewöhnliche Geometrie, so daß wir ohne weiteres be- 
haupten dürfen, daß auf jeder Mormaliegion der 
Cliffordschen Fläche die Eigenschaften der 
euklidischen Ebene verwirklicht sind. 

Eine wichtige Anwendung dieser Tatsache fährt zur 
Berechnung des Flächeninhalts der genannten Fläche. 
In der Tat, zerlegen wir sie in kongruente unendlich 
kleine Parallelogramme mittels ihrer Erzeugenden: der 




Fig. 6j. 
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Flächeninhalt einea solchen PaiaUelogiamms hat dana 
den bekannten Wert 

dxdy am 6, 

wo dx, dy die Längen der Seiten and d den konstanten 
von ihnen eingeachlossenen Winkel bedeutet [den Winkel 
von zwei Erzeugenden]. 

Der Flächeninhalt der Fläche wird dann werden: 

^dxdy sin d •» sin %Sdx -^df. 

Aber beide Summen ^dx und 2'^y stellen die 
Länge / der Geraden dar, weshalb der Flächeninhalt A 
der Cliffordschen Räche die sehr einfache Fonn an- 
nimmt: 

A = /* sin e, 

welche identisch ist mit der, die den Inhalt eines eukli- 
dischen Paiallelogramms angibt [Clifford].*) 



Bemerkungen zum Clifford-Kleinschen Problem. 

§ 8. Die in den vorigen Paiagrapheo erklärten 
Ideen von Cllffoid veranlaßten Klein zu einer neuen 
Fassung dea Fundamentalproblems der Geometrie. Wir 
wollen eine kurze Übersicht der Ideen von Klein geben 
und benützen die Ergebnisse des § 68 über die Mög- 
lichkeit der Deutung der ebenen Geometrie auf den 
Oberflächen konstanter Krümmung. Der Vei^leich der 
Eigenschaften der euklidischen und der nicbteuklidischen 
Ebene mit den genannten Flächen war dort beschränkt 



1) „Prtliminary sketch", zitiert S. 199. — Die Eigenschaften 
der genanDten Fliehe zweiten Grades, die von Clifford 1873 »ehr 
karx angedentet mirden, finden sich veiter ent^ckelt in der Ab- 
bandliing von Klein: „Zur nichleuklidischen Geometrie". 
[Math. Ann. XXXVH, S. 544—72. 1890.] 
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&af geeignet abgegrenste Gebiete: bei der Erweiterung 
auf die unbegreniten Gebiete begegneten wir im 
allgemeinen Unterschieden, die teils an der Anweaea- 
heit singalärer Pankte auf den Flächen lagen [z. B. 
bei dem Kegel], teils an dem verschiedenen Zusammen- 
hang. Sehen wir von den singulären Punkten ab und 
nelimen als Beispiel einer überall regulären Fläche 
konstanter Krümmung, die einen andern Zusammenhang' 
als die euklidische Ebene bat, den gewöbnlicben Zylinder. 

Der Unterschied zwischen der ebenen und der 
zylindrischen Geometrie, beide in unbeschränktem Sinn 
verstanden, wurde schon aufgedeckt [S. 148], indem wir 
bemerkten, daB das Postulat der Kongruenz von zwei 
beliebigen Geraden auf dem Zylinder zu bestehen auf- 
hört. Trotzdem gibt es zahllose , beiden Geometrien 
gemeinsame Eigenschaften, die aus den zwei Eigen- 
schaften entspringen, daß sowohl die Ebene wie der 
Zylinder dieselbe Krümmung haben und daß beide 
regulär sind. 

Diese Eigenschaften kann man in den Angaben 
zusammenfassen : 

1. Die Geometrie einer zylindrischen Normalregion 
ist identisch mit der Geometrie einer Nonnalregion der 
Ebene. 

2. Die Geometrie einer beliebigen Noimalregion 
des Zylinders, die um einen willkürlichen Punkt von 
ihm herum angegeben ist, ist identisch mit der Geometrie 
einer beliebigen Normalregion der Ebene. 

Die Wichtigkeit eines Vergleichs zwischen der Geo- 
metrie der Ebene und der einer Fläche, der sich auf 
die Eigenschaften i. und 2. stützt, gehl aus folgenden 
Betrachtungen hervor: 

Eine auf experimentelle Eiriterien erhaute Geometrie 
der Ebene hängt von zwei verschiedenen Gruppen von 
Hypothesen ab. Die erste Gruppe spricht die Gültlg- 
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keit bestimmtet Tatsachen aus, die nnmittelbar in eineel 
der Erfahrnng zug^änglichen Gebiet beobachtet Bind 
[Postulate der Normalrogion]; die Eweite GiUppe 
dehnt einige Eigen schaflen des Anfangsgebiets auf an* 
zugängliche Gebiete aus [Postulate der Ausdehnung]: 

Die Postalate der Ausdehnung könnten 2. B. ver- 
langen, daS in der ganien Ebene die Eigenschaften det 
zugänglichen Gebiets gültig bleiben; wir würden dann 
nur zu den beiden Formen der parabolischen und der 
hj^rbolischen Ebene geführt; wenn aber, statt dessen 
die genannten Postniate die Aasdehnung dieser Eigut- 
schaflen fordern, abgesehen von der, welche der Ge- 
raden den Charakter einer ungeachlossenen Linie erteitt, 
so tnüssen wir za den beiden ang^ebenen Ebenen noch 
die elliptische Ebene hinzuzählen. 

Aber die vorausgehenden Betrachtungen über die 
regnlären Flächen konstanter Krümmnng deuten anf eine 
allgemeinere Fassung der Postulate der Ausdehnung hin: 
wir könnten in der Tat einfach fordern, dafi um jeden 
Ptinkt der Ebene die Eigenscba^n des Anfangsgebiets 
gelten. Dann erweitert sich die Klasse der möglichea 
Formen der Ebene beträchtlich: man könnte sich s. B. 
eine Fonn der Krümmung Null vorstellen, die dopp^t 
Eusammenhängt und vollständig anf dem Zylinder des 
enklidischen Raumes darstellbar Ist. 

Die Bestimmung aller zweidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten konstanter Krämmnng, die 
überall regulär sind, bildet den Gegenstand des 
Clifford-Kleinschen Problems. 

§ 10. Kann man durch geeignete reguläre Oberi 
flächen des euklidischen Raums alle Clifford-Ktein- 
Bchen Formen verwirklichen? 

Die Antwort ist n^ativ, wie aus dem folgeadea 
Beispiel klar hervoigeht. Die einslge regulbe ab- 
wickelbare Fläche des euklidiscben Raumes, deren 

Baoi>lB-Li«ba4Bn, alcbtHUld. Geomstrie. I4 
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Geometrie nicht identisch mit der Ebene ist, ist d^ 
Zylinder mit geschloasenem Querschnitt: andererseits ist 
die Cliffordsche Fläche des elliptischen Raumes eine 
re^läre Fläche der Krümmnng Null, die von der Ebena. 
nnd vom Zjrlinder wesentlich verschieden ist 

Es kann aber durch geeignete Festsetiungen 
auch im gevöhnlicben Raum die Cliffoidache Fläche 
dargestellt werden. 

Betrachten wir zuerst den Zylinder. Wollen wir den 
Zylinder abwickeln, so mässen wir ihn einfach zu- 
sammenhängend machen durch einen Schnitt längs 
einer Erzeugenden [g]: hernach wird er mit Bi^ung 
ohne Dehnung auf der Ebene ausgebreitet, wob^ ei von 
ihr einen Streifen bedeckt, der von zwei Parallelea 
[SiStl begrenzt ist. 

Zwischen den Funkten des Zylinders und denen 
des Streifens besteht eine eineindeutige Beziehung: 
eine Ausnahme bilden nur die Funkte der Erzeugenden g, 
deren jedem zwei Punkte entsprechen, der eine auf g^, 
der andere auf g^ gelegen. Setzt man also fest, 
diese beiden Punkte als identisch zu betrachten, d. b. 
als einen einzigen Funkt, so wird die Zuordnung ein* 
eindeutig und die Geometrie des Streifens ist un- 
beschränkt dieselbe wie die des Zylinders. 

Eine der beschriebenen analoge Darstellung kann 
auch für die Cliffordsche Räche hergestellt werdet. 
Zuerst mache man die Fläche einfach zusammenhängend 
durch zwei Schnitte längs der von einem Punkt au»- 
gehenden Erzeugenden [g,g'], wobei man im elliptischen 
Raum ein windschiefes Parallelogramm erhält, dessen 
Seiten beide die Länge der Geraden haben und desseq 
Winkel e und 9' [9 + 9'= 2 Rechte] die von g und / 
gebildeten Winkel sind. 

Dies festgesetzt, nehmen wir auf der enklidischen 
Ebene einen festen Rhcmibus, dessen Seiten die Länge dof 
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elliptischen Geraden haben sollen, und dessen Winkel 
6 und 6' sind. Auf diesem Rhombus kann kongruent 
dargestellt [abgewickelt] werden die Cliffordaclie Fläche. 
Die Zuordnung zwischen den Funkten der Fläche und 
denen des Rhombus ist eineindeutig mit Ausnahme dei 
Punkte von g und g', deren jedem zwei Punkte ent- 
sprechen, die auf den gegenüberlie^nden Seiten des 
Rhombus liegen. . Kommt man aber äberein, diese Punkte 
zu je zweien als identisch zu beh-acbten, dann ergibt 
sieb die ausnahmslose Eineindeutigkeit dei Zuordnung 
und die Geometrie des Rhombus ist unbeschränkt 
identisch mit der der Cliffordschen Fläche.^) 

§ 11. Die angegebenen Abbildungen des Zylinders 
und der Cliffordschen Fläche zeigen uns, wie im Fall 
der Krümmung Null die Bestimmung der Clifford- 
Kleinschen Formen auf die Bestimmung geeigneter 
euklidischer Polygone zurückgeführt werden kann, die 
möglicherweise in Streifen ausarten, deren Seiten paa> 
weise durch geeignete Bewegungen der Ebene inein- 
ander nbergefilhrt werden können und deren Winkel- 
summe vier Rechte beträgt [Klein].*) Dann bleibt nur 
noch übrig, die Punkte der genannten Seiten als iden- 
tisch zu betrachten, um auf der gewöhnUchen Ebene 
die Bilder der gesuchten Formen zu erhalten. 

In analoger Weise wird die Bestimmung der Clifford- 
Kleinschen Formen für positiven oder negativen Wert 
der Krümmung daigestelit und die sich änschlieBende 
Ausdehnung des gesamten Problems auf den Raum.*) 

I) Vgl.: „Preliminary sketck". — Siehe auch die S. 20? ge- 
niumte Abhandlung von Klein: „Zur Nicht-Euklidischen 
Geometrie". 

■i) In der genannten Abhandlung. 

3) ^ne Efstematische Behandlung des Clifford-Kleinschen 
Problemi findet sich in KllUngs Werk: „Einfübtuug in die 
mdlagen der Geometrie", Bd. I, 8.171—349. |Tader- 
bom 1893.] 
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Die Grundprinzipien der Statik und das 
euklidische Postulat 



Ober das Prinzip des Hebels. 

§ 1. Um das Prinzip des Hebels zu beweia^i, be- 
dient sich Archimedes [287 — 212] beadmmtar An- 
nahmen, die er teils ausspricht, teils als aelbstveiständlich 
annimrot Unter den mit Stillschweigen übeigangenen 
Hypothesen ist außer der, die in moderner Bezeichnung 
die Hypothese der Verstärkung derBäader'^) heifit. 
noch eine, die gerade das Gleichgewicht des Hebels 
betrifil und so ausgesprochen werden kannte: 

Ein in seinem Mittelpunkt gestutzter Hebel 
ist im Gleichgewicht, wenn man an einem Ende 
das Gewicht iP anbringt und am aadern Ende 
einen neaen Hebel in seinem Mittelpunkt auf- 
hängt, der an jedem Ende das Gewicht P iii^L*) 

Ohne hier der Geschichte der Kritik an Archi- 
medes wegen des Gebrauchs dieser Hypothese nach- 

1) Diese Hypothese kann so ausgesprochen werdeii: „Wenn 
Miteinander verbundene Körper in Gleichgewicht iind 
nnter der Einwirkung von gegebenen Kräften, so bleiben 
sie iu Gleichgewicht, wenn zu den schon vorhandenen 
Verbindungen neue hinzukommen." Vgl. i. B. J. Andrade: 
(iZifimj de M^canique Physigite", p. 59. [ParJB 1898.] 

2) Vgl.: „Archimedis Opera Omnia" in der kritischen Aus- 
gabe von J,L,Heiberg, tn, p. 142ff. [Leipzig, Teubner, 1881.] 
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Eugehen nnd den verachledenen Beweisversnchen *), 
wollen wir für unBcni Zweck die Betracditungen von 
Lagrange aiifQbreii, well man aus ihnen in einfadier 
und klarer Weise ein aehr wichtiges Band zwischen der 
fraglichen Hypothese und dem Parallelenpostnlat ab- 
leiten kann. 

§ 3. Sei AB/} ein gleichschenkliges Dieleck 
[AD—S£f], 
dessen Ecken A und B zwei gleiche Gewichte P tragen 
und dessen Ecke D ein Gewicht 
2P trägt. Dieses Dr^ck wird in 
Gleichgewicht um die Gerade MN 
sein, die die Mittelpunkte der 
gleichen Seiten des Dreiecks ver- 
bindet, weil jede dieser Seiten als 
ein Hebel betrachtet werden kann, 
dessen Enden gleiche Gewichte 
tragen. 

Aber das Gleichgewicht der 
Figur kann man auch erhalten, ß^ 
wenn man das Dreieck auf eine KgS*. 

Gerade stützt, die durch die Ecke 

D und den Mittelpunkt [C] der Linie AB hindurch- 
geht, weshalb, wenn mau mit £ den Schnittpunkt der 
Achsen MJV und CI> bezeichnet, unser Dreieck auch 
in Gleichgewicht sein wird, wenn man es im Punkte £ 
aufhängt. 




I) Vgl. z. B. E. Mach: „Die Mechanik in ihrer Ent- 
wicklung". 3. Aufl. Leipzig 1S97, S. 12. — Ober die ver- 
Khiedenen Hypothesen, auf die man den Beweis des Hebelprinzipi 
trilnden kann, Terwdsen wir auf dat neneWerk von P. Dahem: 
„Les origints de la Statigtu" [Paris, Hermann 1905], besonders 
anf Zosatz C [p. 365 — 68]: Sur Ut divers axiames ifod se peut 
diduire la thiari» du levi*r. 
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„Ot," ßlbrt Lagiange fort, „comme Taxe \MN\ 
passe pat le milien des deux cAtäs da triangle, il paasera 
aussi D^cessairement par le milien de la droit« men^ 
du somunet du triangle an miUeu [C] de sa base; donc 
le leviei transveiaal [CiJ] aura le poiut d'appni \E'\ 
dans le milieu et devra, par cons^ueot, Stre chaig^ 
^galemest aux bouts [C, S\: donc la Charge qne Sup- 
porte le point d'appui du levier, qui fait la base dn 
triangle, et qui est chargä, k sea denz eztr^mit^s de poids 
4gaux, Sera ^gale au poids double du soimnet et, par 
cons^quent, ägale ä. la somme des deux polda." *) 

g 3. Die B^Tündung von Lagrange enthält vax- 
plizite einige Hypothesen statischer Natur über 
Symmetrie, Verstärkung der Bänder usw.*), und außer- 
dem benützt sie eine geometrische E^enschaft des eukli- 
dischen Dreiecks. Will man aber von dieser absehen, 
die unter einem gewissen Gesichtspunkt natürlich er- 
scheint, so werden die vorigen Schlüsse abgeändert 

In der Tat kann man unbeschadet des Prinzips, 
daß das Dreieck ABD in Gleichgewicht ist um den 
Schnittpunkt \E'\ der beiden Achsen MNyxaA CD, nicht 
behaupten, daß E der Mittelpunkt von CD ist, weil dies 
der Annahme des Euklidschen Postulats gleich käme. 

Folghch kann man nicht behaupten, daß die 
beiden in A und B angebrachten Gewichte durch 
ein einziges in C angebrachtes Gewicht 2P er- 
setzt werden können, weil, wenn diese Ersetzung 
statthaft wve, Gleichgewicht eines Hebels, bei gleichen 
Gewichten an den Enden , bestehen könnte , und 

1) „Oewiirts de Lagrange", t. SJ, p. 4 — J. 

2) Über ^K Analyse der phygiktliecheit PrlDxipien, 
auf denen die gewöhnliche Statik beruht, vgL man Kap. V dei 
Wertes von F. Enriques: „Froblemt della Scüraa". [Bologna, 
Zanichelli, 1906.] 
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Ewar um ejnen Punkt, der nicht die Hebelmitte zu 
sein braucht. 

Nimmt man umgekehrt mit Archimedes an, daS 
zwei gleiche Gewichte durch ein einziges Gewicht im 
Mittelpunkt des Hebels ersetzt werden können, ao be- 
weist man leicht, daß £ der Mittelpunkt vod CD und 
folglich ABD ein euklidisches Dreieck ist. 

Hiermit ist die Gleichwertigkeit zwischen 
dem V. Postulat von Euklid und der genannten 
Hypothese des Archimedes erwiesen. Diese Gleich- 
wertigkeit ist wohl verstanden relativ, sie gilt für das 
System von Hypothesen, das einerseits aus den oben 
erwähnten statischen Hypothesen und andererseits aus 
den gewöhnlichen geometrischen Hypothesen besteht. 

Bei Anwendung modemer Bezeichnung können wir 
von Kräften, von der Zusammensetzung von 
Kräften, von der Resultante an Stelle von Gewichten, 
Hebeln usw. sprechen. 

Dann nimmt die Hypothese folgende Form an: 

Zwei Kräfte gleicher Intensität, die in der- 
selben Ebene Hegen und senkrecht an den End- 
punkten einer Strecke und auf derselben Seite 
von ihr angebracht sind, setzen sich in einer 
einzigen Kraft zusammen, deren Intensität gleich 
der Summe der Intensitäten der gegebenen 
Kräfte ist, und die im Mittelpunkt der Strecke 
angebracht ist. 

Kraft der obigen Ausführungen fordert die Anwend- 
barkeit dieses Prinzips der Zusammensetzung, daß im 
Raum die gewöhnliche Parallelentheorie gilt. 

Ober die Zusammensetzung der Kräfte 
in einem Punkt 
§ 4, Auch das andere Fundamentalprinzip der 
Statik, nämlich das- Gesetz des Parallelogramms 
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der Kräfte, ist bei der jetit gewöbnlich hinzugefügten 
geometrischen Deutung' in engem Zugaminenbang mit 
der euklidischen Nstur des Raumes. Prüfi man freilich 
den wesentlichen Teil dietes Prinzips, nämlich den 
analytiscben Ausdruck für die Resultante [i?] von xwei 
gleichen in einem Funkt angreifenden Kr&Rea [P], so 
kann man leicht beweisen, daß es unabhängig von 
irgend einer Annahme über die Parallelen besteht. Das 
tritt in Angessebein durch Ableitung der Formel: 

Ä— 2P- cos a. 

wo 2 a der von den zusammentreffenden Kräften ge- 
bildete Winkel ist, aus folgenden Prinzipien: 

1. Zwei oder mehrere in einem Punkt angreifende 
Kräfte haben eine bestimmEe Resultante. 

2. Die Resultante von zwei gleichen und entgegen- 
gesetzt gerichteten Kräften ist Null. 

3- Die Resultante von zwei oder mehreren in einem 
Punkt angebrachten Kräften, die dieselbe WirkungsUnie 
haben, hat als Intensität die Summe der Intensitäten 
der gegebenen Kräfte, ferner denselben Angriffspunkt 
und dieselbe Wirkungslinie, 

4. Die Resultante von zwei gleich großen in einem 
Punkt angebrachten Kräften hat die Richtung der Hal- 
bierungslinie des von den beiden Kräften gebildeten 
Winkeb. 

5. Die Intensität der Resultante ist eine stetige 
Funktion der Intensitäten der Komponenten. 

Wir wollen schnell sehen, wie man das Ziel er- 
reicht. Der Wert [Ä] der Resultante der Kräfte gleicher 
Intensität [^P], die den Winkel 2a miteinand^ bilden, 
ist eine Funktion von P und a aliein, so daß wir 
schreiben können: 

Ä = 2/{P. a). 
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Eine erste Anweadnng der aufgezählten Prinzipien 
fühlt £um Beweis der Proportionalität zwischen R und P, 
und iwar unabhängig von irgend einer Anniüime über 
die Parallelen [vgl. die Anmerkung S. 228], dann kann 
die vorstehende Beziehung einfach ao geschrieben werden: 

£s handelt sich jetzt am die Bestimmung der Form 
von /(a). 

% 5. Berechnen wir /(a) iui einige spezielle Werte 
des Argumenta. 
I . Sei a = 45". 

Im Punkte O, wo die Kräfte /\^, gleicher Inten- 



i zwei gleiche Kräfte 



sität P sich trefien, denken wir 
von entgegengesetzter Richtung 
angebracht, senkrecht zu R und 
von der Intensität \Ji. Zu 
gleicher Zeit denken wir uns R 
in zwei andere Kräfte von der 
Richtung R und der Stärke ^R 
zerlegt. Wir können dann jedes 
P als Resultante von zwei recht- 
winklig wirkenden Kräften be- 
trachten mit der Intensität ^R. ^w- ^T- 
Dann w^den wir erhalten: 

P-2-iRAii'). 

Andererseits ist R als Resultante von P^ und P^: 

x-iP-Aii"). 

Aus diesen beiden Beziehungen erhält man: 
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2) Sei a — 6oO. 
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Wir bringen dann ia e 
Kraft Ji' von gleicher Stärke wie Ä an. 

Das aus den beiden Kräften P nnd aus ü' ge- 
bildete System (Fig. 68) ist ein Gleicbgewichtssystem. 
Dann ergibt sich aus der Symmetrie der Figur Ä' — P, 
also P^ P. 

Da auf der anderen Seite: 




Es sei a 



Sind in O fünf Kräfte P^P,P^P^P^ (Fig. 69) von 
gleicher Intensität P aagebracht, und zwar so, daß jede 
von ihnen mit der folgenden einen Winkel von 72° bildet, 
so erhält mau ein System im Gleichgewicht. Für die 
Resultante Ji von P,P, haben wir dann: 



Ä= 2^-/(36"). 
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Für die Resultante R' von P^P^ haben wir statt 
deuen 

P'~^2P-/{72<). , 

Andererseits hat Jf' dieselbe Richtung wie P^, d. h. die 
entg^egengesetzte Richtung von P, weshalb: 

2P/{36')~2P/{72'^-\-P, 
also 

(■) 2/(36») -2/(7 2")+.. 

Komponieren wir statt dessen P^ mit P^ und P^ mit P^, 
so erhalten wir zwei Kräfte von der Intensität iP-/{$6^, 
die miteinander einen Winkel von 144" einschliden. 
Setzt man die beiden erhaltenen Kräfte zusammen, so 
bekommen wir eine neue Kraft X" dei Intensität 

Aber P" hat wegen der Symmetrie der Figur die- 
selbe Richtung und den entgegengesetzten Sinn wie P^, 
deshalb können wir, da Gleichgewicht bestehen muB, 
schreiben 

■P=4/'-/(36»)-/{72") 
oder 

(!) ■ - t/(36V(72"). 

Aus den Beziehungen (i) und (2) erhält man, wenn 
man noch/(36'') und/(72'^ auflöst: 



§ 6. Durch ein ähnliches Verfahren, wie das im 
vorhergehenden Paragraphen, könnte man weitere Werte 
für /(a) ableiten. Wir wollen uns aber auf die be- 
rcichneten beschränken und erhalten, indem wir sie mit 
den entsprechenden Werten der Funktion cosa zusammea- 
stelted, fönende Tabelle: 
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>36'-- 



vS 



cos 45" — f- 



! 6o» - - 



/W - ■ 



,7.._=i+ll 



-■+vr 



coa 90' ■- o /(Qo") — o. 

Die Tabelle läfit una die Idenütät der beiden 

Funktionen /(a) und cosa voiaosaeheo. Um eine weitere 

Bestätigung diecei Tatsache za haben, beatimmen wir 

die Funktionalgleichung, der die Funktion /(a) 

genügt (Fig. 70). 

Wir denken uns des- 
halb im Funkte vier 
Kräfte P^PJP,P^ von der 
' Intensität P angebracht, 
die miteinander die fol- 
genden Winkel bilden: 

^PtPj-^P,P^~2^ 

^P,P,= 2(a-ß) 

Wir wollen die Resultante P dieser vier Kiäfle 
nach zwei verachiedenen Verfahren bestimmen. 

Setzen wir P^ mit Pj und P^ mit P^ zusammen, so 
erhalten wir zwei Kräfte /?j-^, von der Intensität 

2-P/(P). 

die miteioauder den Winkel 2 a bilden. Setzt man X^ 

und Pf zu einer einzigen Kraft Ji zusammen, so kommt; 

Ä-4-P-/(a)/(ß). 
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Setzt man auf der andern Seite P^^ mit P^ und P^ 
mit P| zusammen, so erhält man zvei Teilreaultanten, 
die beide die Richtung von R haben, und entsprechend 
die Intensitäten: 

zPAa+V). 2P/{a-fS). 

Diese beiden Kiäfle setzen sich zu einer Summe 
ansamiaeD und eigeben: 

X^ zP. (Aa + fi) +Aa-9))- 
Aus dem Vergleich der beiden Werte von R leitet 
man ab 

(1) 2/(a> ■/#) -/(» + ß) +/(n - P). 

das ist die gesuchte Funktionalgleichung. 
ErinnenL wir uns jetzt, daß 

cos (a + ß) + cos (a — ß) — 2coa a • cos ß, 

und vergegenwärtigen wir uns die Identität zwischen den 
Werten von /{a) und cos a, die sich (fflr bestimmte 
Werte von a) aus der vorigen Tabelle ergibt, und der 
Hypothese der Stetigkeit yoa/{tx), so können wir ohne 
weitere Entwickinngen schreiben: 

/(a) = cos a 
und folglich 

Ä=2/'C08a. 

Die Gültigkeit dieser Formel des euklidiscbea RaiuneB 
wird so auch auf die nichteuklidischen Räume ausgedehnt. 

^ 7. Das Gesetz der Zusammensetzung von swei 
gleichen sich schneidenden Kräften gestattet das alt 
gemeine Problem der Resultante zu lösen, weil man 
ohne weitere Hypothesen die Komponenten einer 
Kraft R nach zwei rechtwinkligen Achsen angeben kana, 
die von ihrem Angriffspnnkt O aasgehen. 
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Seien io der Tat x, y diese Achsen und a, ß die 
Winkel, die sie mit R bildetL Man zieht doich die- 
^ ^ Gerade, die mit x den Wink^ 

a und mit y den Winkel ß 
bildet. Auf dieser Geraden 
denke man sich, von O aus- 
gehend, zwei gleiche und ent- 
gegengesetzte Kräfte i*, und 
P^ von der Intensität \R und 
man zerlege R in zwei Kräfte 
P^\R, die beide in der 
Richtung i? wirken. Das System 
PJ^^PP hat BOT Resultante R. 
Setzen wir jetzt /\ und P, 
dann P^ und P zusammen: wir erhalten zwei Kräfte, 
die eine in der Richtung der ;jr-Achse, die andere in 
der Richtung der ^Achse und von der Intensität 

.X'— A.cosa, 
Y= R ■ coa ß. 

Diese beiden Kräfte sind die Komponenten von R 
nach den beiden angegebenen Achsen. Was ihre In- 
tensitäten betrifft, so fallen sie zusammen mit denen, die 
uns in der gewöhnlichen auf das Prinzip des Kräfte- 
parallelogramms begründeten Theorie begegnen; aber die 
Abschnitte OX und Ol", welche sie auf den Achsen 
darstellen, sind nicht notwendig, wie im euklidischen 
Fall, die Projektionen von R. In der Tat, man kann 
leicht sehen, daB, falls die genannten Strecken die Ortho- 
gonalprojektionen von R auf x und y wären, in der 
Ebene die euklidische Hypothese gelten würde. 

g 8. Die in § 6 angewendete Funktionalmetbode 
for die Zusammensetzung sich in einem Punkt treffender 
Kräfte rührt im wesentlichen von D. de Foncenex 
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[1734 — 1799] hex. Mit einem ähnlicbeii Verfahten wie 
dasjenige, das uns zu der Gleichung geführt hat, der 
_/"(a)[— ^] genagt, gelangte Foncenex zu der DifFerential- 
gleichong *) : 



rfV 



+ lfy~ 



aus der er durch Integration und Berückeicbtigung der 
Anfangsbedingungen des Problems den bekannten Ana« 
druck Pur f{a) erhielt. 

Die Anwendung der Prinzipien der Infinitesimal- 
' rechnung fordert aber die Stetigkeit und Differentiier- 
barkeit vony(a), Bedingungen, die, wie Foncenex b^ 
merkt, in der [jibyaik alischeu] Natur des Problems selbst 
liegen: da er aber vordringen will: „jusqu'aux difficultes 
les moins foud^es", so greift er auf die Rechnung mit 
endlichen Differenzen zurück und auf eine Diffe- 
renzengleichung, die ihm gestattet, y(a) für alle mit 
n kommeusurabeln Werte zu berechnen. Den Fall der 
mit TT inkommensurabeln a behandelt er: „pai une 
m^thode ^miliare aux G^m^trea et frequente surtout dans 
les Berits des Anciens", nämlich mit der Exhaustions- 
methode.*) 



i) Die Gldchong könnte aas (i) S. 33i in folgender Weite 
erhalten werden. Setzt man ^^da und nimmt man an, dafi fffl) 
fäi jeden Wert von a in eine Taflorsclie Rohe entwickelbar is^ 

^m (/(o) + rfo -r w + ^r i°) ■ ■ •) 

-./(aj + ^-^f /'(«) + ••■ 

Set«t man die Koeffizienten von rfa' gleich nnd aetit ^ »»/(c(> 
nnd *'= — /" (O), Bo erhSit msat 

g+*V-" ....1.-. 

2) VgL Foncenex: „Sur Ut prmcipes fondamfnteaux d* 
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Das ganze Verfahren von Foncenex und ebenso 
das in § 6 entwickelte ist unabhängig vom eukHdischen 
Postulat: allerdii^s ist zu bemerken, dafi Foncenex 
nicht den Zweck bat, daa Gesetz der Zosammensetznng 
von Kräften im Punkt von der Parallelendieorie zu be- 
freien, sondern vielmehr das fragliche Gesetz lu be- 
weisen, da er vielleicht, wie andere Geometer [D. Bei- 
novilli, D'Alembert], glaubte, es sei eine von jeder 
Eifohmng unabhängige Wahrheit. 



Die [lichteuklidische Statik. 

g 9. Nachdem so bewiesen ist, daß das analytische 
Gesetz ftir die Zusammensetzung der Kräfte im Punkt 
nicht vom V. Postulat des Euklid abhängt, gehen wir 
zur Ableitung des Gesetzes über, nach dem die Kräfte 
8en]cTecht zu einer Geraden zusammenzusetzen sind. 



9 ^ -^ 



Seien Ä und A' die Angriffspunkte der Kräfte P^ 
und P^ von der Intensität P\ sei C der Mittelpunkt von 

la Micaniqur"; MUcellanea Taiirinen«!», t n, p, 305 — 15 [1760 
— 61], Die Betrachtungen von Foncenei sind wiedergegeben 
und erlfintert von A. Genocchi in der Sehrift; „Sur un MAtteire 
de Daviet de Foncenex et sur les grometries non euclidiennes"; 
Toilno, Memorie (2), t. XXIX, p. 366—71 [1877]. 
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AA' und £ ein Punkt des Lotes CS auf AA'. Man 
verbinde A mit 3 und setze 

dann ist klai, daß die Kraft P^^ als Komponente einer 
Kiafl 7*1 , die in A angebracht ist und die Richtung £A 
hat, betrachtet werden kann. Die Intensität T dieser 
Kraft ist gegeben durch 

Die andere Komponente Q^ von T^, senkrecht zu 
/\ gerichtet, hat die Intensität: 

Q — T- cos a — /"cotanga. 
Wiederholen wir dieselben Betiaditungen für die Kraft 
P^, so erhalten wir auf der Ebene die folgenden Kiäfle- 
Systeme : 

1. System PiP^; 

2. System P^P^, Q^Q,; 

3. System 7\r,. 

Nimmt man an, daß man den Angrifbpnnkt einer 
Kraft längs ihrer Wirkungslinie verlegen kann, so ist es 
klar, daß die beiden eisten Systnne äquivalent sind, 
und da das zweite dem dritten äquivalent ist, so können 
wir nach 3. die beiden Kräfte P^ und P^ durch die 
beiden andern T^ und T^ erseteen. Die letzteren können 
längs ihrer Wirkungalinie verlegt werden und werden 
sich zu der Einzelkraft 

Ä— aTcosp — 2^^ 

znsammensetzea , die ihieaveits nach C veriegbar ist, 
wobei sie die Richtung senkrecht zu AA' beibehält. 

Das oben erhaltene Resultat, dessen Unabhängig- 
keit vom euklidischen Postulat auf der Hand liegt, kann 
auf die drei Geometrien angewandt weiden. 

BoBola-LiebmBnii. oichtenklid. GsomsCrie. IJ 
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Euklidische Geometrie: Man hat im I>reieck 
A£C: 

cos B — sin a. 
Es folgt: 

Lobatschefakij -Bolyaiache Geometiie: Be- 
ceichnet man die Strecke AA' mit 26, so hat man im 
Dreieck ABC [S. 123] 

üoa i 

Es folgt: 

Riemannsche Geometiie: Man hat wieder in 
demselben Dieleck: 

cotß » 



Ä-= 2^ cos ~. 

Fotgeiung. Einzig im euklidischen Raum ist die 
Resultante von zwei gleichen Kiäften, die senkrecht su 
einei Geiaden angreifen, der Summe der Intensitäten 
dei gegebenen Kiäfte gleich. In den nichteuklidischen 
Räumen bangt die Resultante in der oben angegebenen 
Weise vom Abstand dei Angiiffspunkte dei beiden Kom- 
ponenten ab.') 

§ 10. Den Fail aweier ungleicher Kräfte P, Q 
senkiecht zu deiselben Geraden behandelt man in ähn- 

1) Über «eitere EntwicUniif^ der mchteuUldischen St&tik 
verweilen -wir den I.eseT auf folgende Antoren: J. M. de Tillyr 
j^tudes de Micanii/ue abstraite'\ Mfim. Conronntä et antrea mim., 
t. XXI [1870]. — J, Andrade: „La statique et les Giotnitriei 
de LobatscheiBshy, d'Euclide et de Riemantf'. Anhang 11 des anf 
S. 2 1 2 genannlen "Werlces. 
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lieber Weise wie den vqrheigeheuden. In der eoUi- 
dischea Geometrie würde man zu den bekannten Be- 
siehangen gelangen: 

R-P+Q, 

R P_ e^_ 

in der Lobatscbefskij-Bolyaischeii Geometrie würde 
das Problem der Resultante auf die folgenden Formeln 
ftthrea: 

je p Q 

aus denen man durch die bebannte Einfülmtng der 
Ereisfiinktionen an Stelle der hyperboliscben unmittelbar 
in den entsprechenden der Riemannschen Geometrie 
gelangt: 

J? — /'cos4+ Öco«4-- 



Xr.t±± 



Bin-i- ri»-^ 



In diesen Formeln bedeuten p, q die AbstSnde der 

Angiifispunkte von P und Q vom Angri^punkte von R. 

Diese Ergebnisse können in einer einzigen Formel 

zusammenge&8t werden, die für die absolute Geometrie gilt : 

R~= P- Ep-\- Q- Eq, 

_S _^ _ Q 

Ö'iP + l)" O? ~ OP' 
Um sie direkt abzuleiten, genügte es in den oben 
angedeuteten Beweisen sich der absoluten Trigonometrie 
zu bedienen, statt der euklidischen und der nichteukli- 
dischen. 

IS' 
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Statische Ableitung der ebenen Trigonometrie. 

g 11. Wir wollen endlich zusehen, wie man die 
Frage umkehFen kann: d. h., wie man, wenn das 
Gesetz der Zusammensetzung der Kräfte ge- 
geben ist, die Fundamentalbeziehungen dei 
Trigonometrie ableiten kann. 

Dazu bemerken wir, daß die Intensität R der 
Resultante der beiden gleichen senkiecbt zu einer Achse 
AA'— 2b wirkenden Kräfte im allgemeiDen eine Funktion 
von P und b sein wird; bezeichnen wir diese Funktion 
mit fff{P, b), so werden wir haben: 

R — i^{P,b), 
oder einfach»'): 

Ji'~P-<9{b). 



I) Die Proportjonaliüit zwischen R and P ergibt sieb va 
dem at«oii»tiven Gesetz, dai als Gmndlage für die Zu- 
lammentettnng von KrSRen dient. In der Tat, denken wir bdde 
Krfifte P, die in ^ und A' wirken, in die Summe von fiKrüiten 
der InteneitSt P -. h zerleg;!, so eriialten wir diircli ZnsammensetzDDg 
fii R den folgenden Ansdmck: 

Vergleichen wir diesen Anidrack ndt dem anderen im Text 
gegebenen, «o ediilt man: 



'(t-) = 



In analoger Weise beweist man die Formel; 

<^{ltP,b) = ki^(P,b) 

Rr jedes rationale 6 oBd toaa AtAoA sie anf irrationale k ans. So 
cAaUen wir, wenn ^-> t, k = P geietst ist: 
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Andemseita wurden wir in § 9 [S. 225] 2a deaa 
folgenden Ausdruck für R gefühlt: 

Eliminiert man aua dieser Fonnel und der vortier- 
.gehenden R und P, so erhält man: 

<p{*) - 2 ^. 

Wenn also der analytische Ausdruck für (p(d) be- 
bannt ist, so wird die erhaltene Formel eine Beziehung 
zwischen Seiten und Winkeln eines rechtwinkligen Drm- 
ecks ergeben. 

Um (p(i) zu bestimmen, muS man notwendig die 
betreffende Funküooalgleichung aufstellen. Hierfür bringen 
wir senkrecht zur Geraden AA' vier gleiche Kräfte 
P-^P^^P^ so an, daß die Angriffspunkte von P^ und P^ 
voneinander den Abstand 2{a-\-S) haben und die von 
P, und P^ den Abstand 2(J — «). (Vgl. Fig. 73.) 



R 

Wii können die Resultante R von diesen vier Kräften 
in zwei verschiedenen Weisen bestimmen: 

I. Setzt man P^ mit P^ und P^ mit P^ znsammen, 
BO erhält man zwei Kräße J^J^ der Intensität: 
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230 Anbug n. D. Gntndpriiu. d. Statik n. d. eaklld. Poitnlkt. 
Mtit man B^ nnd Ji, insaiiuiien, so werden wir erhalten : 

2. Setzt maD P^ mit P^ ensaimnen, so eifaält man 
eine Kraft der IntensitJU: 

p.^{b + a); 
setzt man P^ mit P^ zusammen, so eriiält man rine 
andere Kraft der Intensität: 

/■,.((-«). 

Setzt man endlich die beiden Teilresnltanten zn- 
sammen, so erhält man: 

R~P.tf{b + a) + P.tf{b-a). 

Aus den beiden Ausdrücken für R erhält man die 
Fnnktionalgleichung, der cp(i] genügt: 

(2) ,p(().9W _»(» + «) + »((-.). 

Diese Gleichung wird, wenn man (p(j) » 2/(^) setzt, 
identisch mit der in § 6 [S. 221] bei der Behandlung 
der Kräfte im Funkt auftretenden. 

Die für die Ableitung von (2) befolgte Methode 
verdankt man D'Alembert *): nehmen wir überdies a 
und b untereinander gleich an und beachtet man, daB 
<p(o) — 2 ist, ao gelangt man zu einer zweiten Gleichung: 

(3) [9W]'-9(") + 2. 

die zuvor Foncenez abgeleitet hat bei dem Problem 
des Gleict^wichts des Hebels.^ 

§ 12. Das statische Problem der Zusammensetzung 
der Kräfte ist zurückgeführt auf die Auflösung einer 
Funktionalgleichung. 

1) „OpuseuUs puUMmatiques", tVI, p. 371 [1779]- 

z) Vgl. die S. 224 genannte Abhandlnng von Foncenez, 



fbyGoOgIc 



Lösoiif der Fonktional^dchiiiig. 2^1 

Foncenex, der es zuerst so behandelt hat*), meintei 
q)(^) ^ constana sei die einzige Auflösung von (3), 
wo dann die Konstante, wie man leicht bestätigt^ den 
Zahlenwelt 2 hat In der Folge integrierten Laplace 
und D'Alembert die Gleichung (3) nnd erhielten: 

wo c eine Konstante oder irgend eine Funktion ist, die 
denselben Wert hat, wenn man x in 2X verändert.^ 

Die Lösung von Laplace und D'Alembert fuhrt 
dann, wenn man sie auf das statische Problem des 
vorigen Paragraphen anwendet, darauf, den Fall ans- 
zuschlieBen, wo c eine Funktion von x ist; da überdies 
für c Werte vom Typus a + iB, wo a und t beide von 
Null verschieden, unzulässig sind, so haben wir drei 
mögliche Fälle, je nachdem c reell, rein imaginär oder 
unendlich ist.^ Entsprechend diesen drei Fällen haben 



I) An anderer Stelle [S. 55], wo von der Schrift Foncenex' 
aber Mechanik die Rede ist, heiCt es, daC Lagrange sie ver- 
snlaSt, ja vielleicht verfaßt hat Diese von Genocchi nnd andern 
Geometem angenommene Mrinnng geht anf Delambre znrnck. 
Der berühmte Biograph von Lagrange drückt sich 10 ana: „II 
[Lagrange] fonmissait h Foncenex la partie analytiqne de sei 
memoirea en liu laissant le soin de d^velopper les rüsonnemens 
inr lesqaela portaient ses formules. En efTet, on remarque dtjä 
dans ces mimoirea [von Foncenex] cette marche pnrement an>- 
lytiqne, qni depiiis] a fait le caractire des grandes prodnctions de 
Lagrange, n avait tronvi nne nonvelle th£orie da levier." — 
NoHcei sur la vie tt Ics ou-oragts de M. Comic Lagrang-e; Mim. 
Inst, de France, dasse Math, et Phys., L Xm, p, XXXV [181»]. 

2] Vgl. D'Alembert: „Sur les principts de la MJcanigue".- 
Kkm. de l'Ac des Sciencei de Paris [1769]. — Laplace; „Rt- 
cktrckes sur rintigration des iquations diffiretOielUs"; M£m. Ac 
Sdences de Paris (Savanta jtrangers), L VH [1773]. — Oeavrea 
de Laplace, tvm, p. 106 — 07. 

3} Zu diesem Ergebnis kann man direkt doich Integration 
von (2) gelangen, oder wa« dasselbe ist^ durch Inteo^wn von (i) 
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3 32 Anhang II. D. Gmndpiinz. d. Sudk n. d. euklid. PostulaL 

wir drei m&glicbe Gesetze für die ZusammensetEuiig der 
Kräfte und folglich drei verBchiedene Typen von Be- 
nehniigen zwischen den Seiten und den Winkeln eines 
Dreiecks. Diese E^^bnisie können in der folgenden 
Tabelle snsanunengestellt werden, wo mit k eine reelle 
positive Zahl bezeichnet ist. 



Wert von c 


Fonn von <p(jc) 


Trigonometr, 


Art der Ebene 


£~^k 


,^+/^_,0^ 


-T'S 


hTperbolitch 


c-^ik 


,-+r-=.co.j 


k sin « 


eUipti»cli 


c = oo 


^-+ / - — a 


■^sina 


parabolisch 



Folgernng: Das Gesetz der Znsammensetzung von 
Kräften senkrecht zu einer Geraden kennzeichnet also 
in einem gewissen Sinn die Beziehnngen, die zwischen 
den Seiten nnd den Winkeln eines Dreiecks gelten, und 
deshalb die geometrischen Eigenschaften der Ebene und 
des Raumes. 

Diese Tatsache wurde angegeben und klargel^ 
von A. Genoccbi [1817 — 1889] in einigen sehr wich- 
tigen Schriften ^), auf die wii den Leser verweisen wegen 
aller historischen und bibUograpbischen Angaben, die den 
Gegenstand betreffen. 



in § 6. Man sehe darüber nach die elementare von Canchy ge- 
brauchte Methode zur Bestimmnng der Funktion y (a), die (l) ge- 
nügt: Oeuvres de Citucky, II. s£rie, t. lU, p. 106 — 13. 

l) IMe eine davon in die auf S. 224 genannte Schrift, die 
andere, die von 1869 stammt, hat den Titel: „Dei primi principi 
della meccanica e della geamitria in reladone al fosttdato d'EM- 
cliäe"; Annsli della Sodeti Italiana delle Sclenze (3), t. H, p. 153 
-89. 
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Anhang III. 

I^e nichteuklidische Parallelenkonstruktion. 

1. Die Dichteuklidische Parallelenkonstraktion be- 
ruht auf der Zuordnung dea rechtwinkligen Dreiecks und 
des dreirechtwinkligen Vierecks; in der Tat ergeben sich, 
wenn diese Zuordnung bekannt ist, ganz unmittelbar eine 
Reihe von verschiedenen Konstruktionen,*) 

Um diese Zuordnung kurz ausdrücken zu können, 
fuhren wir folgende Bezeichnungen ein: c sei die Hypo- 
tenuse des rechtwinkligen Dreiecks, a und i die Katheten, 
X und ^ die ihnen gegenüberliegenden Winkel. Femer 
wnden mit grieciiiscben Buchstaben (a, ß, Ti ^i M) ^^ 
in den mit lateinischen Buchstaben benannten Strecken 
{a, b, c, /, m) als Loten gehörigen Parallelwinke) (vgl. oben 
S. go) bezeichnet, und zwei Strecken, (6i welche die 
zugehörigen Parallelwinkel komplementär sind, durch 
Akzente unterschieden; es wird also z. B. 



Dann besteht der Satz: Zu jedem rechtwink- 
ligen Dreieck (n, 6, c, X, fi) gehört ein dreirecbt- 
winkliges Viereck mit dem vierten (spitzen) Winkel 
ß, dessen Seiten, vom Scheitel des spitzen Winkels 
an, der Reihe nach sind c, m, a, l. 

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung. 

I) VgL 5. 2S6 in Ensels Werk (zitiert auf S. 86). 
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2j^ Anhang m. Die mcttteoUidlscIie PmUelenkoiiitrnktion. 

Hierans ergibt sich z. B. die folgende Konstruktion 
(Fig. 74); Um zu BC die Parallele durch A zu legen, 
falle man Aaa Lot AB anf 
BC, errichte auf A3 in A 
die Senkrechte, falle darauf 
von C das Lot CD und bringe 
DC mit dem Kreis zum 
Schnitt, dessen Mittelpunkt A, 
dessen Halbmesser 
"«■?•». AE~.BC=e 

ist. AE ist dann parallel zu BC, veil 

ist, also "^ 

^2P^_i-^_^(«■). 

Um trigonometrische Formeln beim Beveis dieser 
Konstruktion zu umgehen, kann man z. B. direkt zu be- 
weisen suchen, daß die Gerade AE in ihrer Verlange- 
rung (einfach wegen der Gleichheit von BC und AE) 
die Verlängerung von BC nicht schneidet, aber auch 
mit ihr kein gemeinsames Lot hat, daß sie also parallel 
zu ihr sein muß. Dieser Beweis ist bisher noch nicht 
geführt worden, 

Man kann weiter die Richtigkeit der Konstruktion 
durch den Satz beweisen, dafi im Paralieldieikant die 
Summe der Kantenwinkel (oder Keilwinkel) zwei Rechte, 
daher im Parallel-n-Kant (2n — 4) Rechte beträgt. (Vgl. 
oben § 48, b.)*) 

Endlich ist es auch möglich, ohne die Geometrie 
des nichteuklidischen Raumes heranzuziehen, die in dem 
obigen Satz ausgesprochene Zuordnung — die bei der 
hier ai^tegebenen Parallelenkon atruktion, wie schon Fig. 74 
ze%t, nur zum Teil gebraucht wird — nachzuweisen. 



1} VgL Lobatschefaklj (Üben, von Engel) S. 171. 
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Geometrische Beweise der PmllelcnkoiMtniklion. 235 

3. Direkter Beweis der Konstruktioo mit 
Hilfe von PaTallelkanten. 




Wir emcbteii auf der Ebene des dreirecht winkligen 
Vierecks ABCD, dessen Bestimmungsstücke wir so be- 
zeichnen : 

^SCD — ^, AD — a, DC—l, CB — c. SA — m, 
in A das Lot AQ, nnd ziehen zn ihm dnrch B, C und 
D die Parallelen BQ, CO, DQ. 

Sodann ziehen wir durch A die Parallele j^fl zu 
BC, welche CD in E trifit {£D — JJ und durch AQ 
und £ legen wk eine Ebene, die CDQ in .£^ trifft. 
Der Definition nach ist dann 

*£^-i-nM-i-(i-M)_n. 

Weiter steht die Ebene QAB senkrecht auf a und 
die Ebene QDA aenkiecht auf /, weil QA und AB zu a, 
QD und a za i senkrecht sind. 

Femer ist 
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236 AnhaDf IIL Die nichtenkHdiicfae P»r«IIeleBkanitniktian. 

Die beiden Dreikante C{D3Q) und £(DAQ) haben, 
daa eine längs der Kante CQ (weil im ParaUelvierkant 
Q(A£CZ>) die Kantenwinkel längs Q^, Q^ und QD 
Techtwinklig Bind, und die Summe der vier Kantenwinkel 
vier Rechten gleich ist), das andere längs £A einen 
rechten Kantenwinkel; außerdem ist der Kantenwinkel 
an CD identisch mit dem au £D (also gleich a). 

Wir weisen auch noch die Gleichheit dea dritten 
Kantenwinkels nach. Dieser dritte Kantenwinkel ist im 
ersten Dreikant gleich dem Winkel der Ebenen AB CD 
und CBQ, also gleich ^tt — |i — -^-^-^Q- 

Im zweiten Dreikant ist der Kantenwinkel an £Q 
aber leicht zu berechnen, weil er auch dem Parallel- 
dreikant Q{ADE) angehört, von dem der Kantenwinkel 
an QD, wie wir schon wissen, ein rechter ist, und der 
an QA gleich fi; also ist der an EQ gleich \Ti -- ^. 

Demnach ist das Dreikant Ci/>£Q) kongruent dem 
Dreikanl £{DQA). 

Daher ist ^bCQ~^Q£A, 
und die zu diesen Parallelwinkeln gehörigen Lote 

c —BC und c^=A£ 
sind also einander gleich, waj zu beweisen war. 

Femer folgt noch 

^DEA = -^DCQ, 
d. h., der im Dreieck der Seite a gegenüberliegende 
Winkel (X,) ist 

und endlich ' 

-^DCB = -^DEQ, 

ß = TT(ii), oder i, = i. 

Hiermit ist die im obigen Satz ausgesprochene Zu- 
ordnung vollständig nachgewiesen.^) 

i) BoDoU, IiL Lomb. Rendicottti, S<r, n, voL 37 {1904), 
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Noch du Bewdi der FanlleleiikoiiEtniktiaa. 21^ 

3. Nachweis der Zuordnung in dei Ebene. 
Verlängert maa ün rechtwinkligen Dreieck ABC (Fig. 76) 




mg. 76. 



die Hypotenuse AB ^ r bis Eum Fnßpunkt D des zur 
Verlängerung von BC parallelen Lotes, so ist nach der 
oben eingefuhrtea Bezeichnung 

Ziehen wir noch zn /»Q und C59 die Parallele 
durch A, dann ist: 

und auch gleich 

Wir erhalten also die erste der sechs folgenden 
Beziehungen, von denen die dritte und fünfte durch 
ähnliche Konstruktionen gewonnen sind, die zweite, 
vierte und sechste aber jedesmal aus der vorhergehen- 
den sich ergibt, wenn man die beiden Katheten a und b 
vertauscht und entsprechend die Winkel X und ^. Auf 
diese Weise kommt die Tabelle^): 

S. 255 — 58. — Zuvor Ist der Satz schon ebenfalls rein geometrisch 
bewieien von F. Engel, BnUetin de U Soci£t£ Pfaysico-Matht- 
mftüqne, Kasan (2) VI (1896) und in den Berichten der K, S. 
G. d. W., MKth.-Phys. Klasse 50 <Leipdg 1898), S. 181— 87. 

I) Vgl. Lobatschefskij (Übers, von Engel), S. 15—16. 
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238 An)in"e m. IMe nichtcnUidlichc Far>Ueleiikoiutnikti«it. 

X + p-TT(c-«), tL + a--n(c-r}; 
n(« + + n(«-<i) — ^TT, TT(m + a) + TT{/— Ä) - ^TT. 

Ähnliche Beziehungen können aber auch beim dxei- 
rechtwinfcligen Viereck dnich ähnliche Konstruktionen 
abgeleitet werden, indem man gewisse Seiten verlängert 
und auf ihnen die Senkrechten errichtet, die zu be- 
stimmten andern Seiten parall^ sind, usw. Benennen 
wir in dem Viereck den spitzen Winkel mit ß^ und die 
Seiten, von ihm ausgezählt, mit c^, m^', o,, /^, so kommt 
die TabeUe: 

Die zweite, vierte und sechste Fonnel werden durch 
gleichzeitige Vertauschung von e^ und m^' mit /, aud a^ 
gewonnen (entsprechend wie beim rechtwinkligen Dreieck). 

Wii denken uns jetzt ein rechtwinkliges Dreieck 
mit der Hypotenuse c und dem einen anliegenden 
Winkel ^ konstruiert, dessen äbrige Stücke mit a, b, X 
nach der Vorschrift bezeichnet werden; desgleichen sei 
ein dreirechtwinkUges Viereck konstruiert aus der dem 
spitzen Winkel anliegenden Seite c und der darauf- 
folgenden m'\ die übrigen Stücke seien a^, /, und ß^. 
Dann zeigt der Vergleich der ersten und dritten Drei- 
ecksformel mit der ersten und dritten Viere cksformel, 
da» auch p__p^ |^_j 

ist. Die fünften Formeln der beiden Tabellen ergeben 

Hiermit ist der obige Satz ebenfalls be- 
wiesen. 
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Zugeordnete Dreiecke. Projektive Kotutniktioiieii. 23g 

Aus der Formeltabelle kann dann des Weiteren ge- 
zeigt weiden, daß zu einem rechtwinkligen Dreieck mit 
den Stücken {a, b, c, \, ^) ein zweites gehört mit den 
Stücken 

«,_«, «,-/', .,_«,, x,-^-ß, m,-t:, 

ein Umstand, der för weitere Konstruktionen sehr wichtig 
ist. Doch wollen wir darauf nicht eingehen. 



Die hier angegebenen Konstruktionen beruhen sämtr- 
lich auf metrischer Grundlage, man kann sich aber 
auch des Umstandes bedienen, daß die metrischen Be> 
griffe Orthogonalität und Farallelismus eine projektive Be- 
deutung haben (§ 79} und daß die projektive Geometrie 
vom Farallelenpostulat unabhängig ist (§ 80). 

Wie wird man hiemach z. B. durch einen Punkt A 
die beiden Parallelen zu einer gegebenen Geraden finden? 

Sind auf g die Punkte P,/",^, und P^PtP,' ge- 
geben, so daß die mit den E^entuierten Buchstaben 
bezeichneten Punkte alle auf derselben Seite von den 
entsprechenden nicht akzentuierten li^en und daß 

P^P^ — P^P^ = P^P^ 

ist, HO verbinde man A mit P^, P^ und P^ und bezeichne 
die drei Geraden ntit s^, s^, j,, ebenso A mit P^, P^, 
P^ durch die drei Geraden s^'sj's^'. Durch die drei 
Stiahlenpaare ist dann eine projektive Zuordnung des 
Strahlenbfischels {s) durch A mit sich selbst gegeben, 
deren Doppelelemente offenbar die beiden gesuchten 
Parallelen sind. Diese Doppelelemente können nach den 
Methoden der projektiven Geometrie konstruiert werden.') 



1) Vgl. I, B. die dentsche Übersetzung von Enriqnes, 
ProjekUve Geometrie (dtiert oben S. 166, Anm. 3), § 73, S. 356. 
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3^0 Antuag III. Die nJchtcnkEdMche Pkralleleokosttniktioii. 

Der absolute K^elschnitt ist dann duicb fönf Punkte, 
d. h. duicb fünf Paare von Farallelen bestimmt, und so- 
mit verwandeln sich dann alle weiteren metrischen 
Aufgaben in projektive. 

Stellt man (vgl. oben § 84) die Lobatschefakij- 
Bolyalsche Geometrie so dar (z. B. innerhalb der eukli- 
dischen Ebene), daß das Bild des absoluten Kegel- 
schnitts ein gegebener, im Endlichen gelegener KegeU 
schnitt wird, so lassen sich die Aufgaben der nichteukli- 
dischen Ebene in dies» „Übersetzung" zum Teil sehr 
schön und einfach lösen, wie dies M. Großmann ge- 
zeigt hat.') Man darf aber nicht vergessen, daß diese 
Einfachheit wieder eingebüßt wird, wenn wir von der 
,, Obersetzung*' wieder zum „Urteil" übergehen. 

In der nichteuklidischen Ebene ist ja der Funda- 
men talkegelschnitt unzugänglich und seine Punkte nur 
durch Büschel von Parallelen gegeben; die Punkte außer- 
halb des FundamentalkegelschnitCs, die in der „Ober- 
setzung" ebenfalls erreichbar sind, sind Im „Urtext" erst 
recht unzugänglich; sie sind hier Büschel von Geraden, 
welche sich nicht in einem Punkt treffen, sondern eben 
durch den (idealen) Fol einer gewissen Geraden i. b. 
auf den Fundamentalkegelschnitt gehen. — Will man 
alle Konstruktionen wirklich rückwärts übertragen, so 
treten oft ähnliche Schwierigkeiten auf, wie bei der 
Obersetzung in eine fremde Sprache, wo man öfters ein 
kurzes Adjektivum durch einen langen Nebensatz um- 
schreiben muß. 

i) M. GroQmann, Die fondamentalea Konslraktionen der 
luchteokHdisctien ■ Geometrie. — Programm der ThTirganisdien 
KanUms^ule. FnuenfBld 1904. 
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